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Resumo Ao longo da histo´ria da humanidade, os diferentes povos sempre demonstra-
ram uma preocupac¸a˜o em definir datas e eventos. Neste sentido, pretende-
-se com este trabalho compreender as relac¸o˜es entre certos feno´menos da
natureza, nomeadamente o ciclo da lua e o ciclo do sol na implementac¸a˜o
dos calenda´rios. Repara-se que os calenda´rios sa˜o baseados nas observac¸o˜es
astrono´micas, e que a durac¸a˜o destes ciclos na˜o corresponde a um nu´mero
inteiro de dias, levando por isso a diferentes problemas, quando se tenta
organizar os dias em per´ıodos de tempo fixos. Na tentativa de solucionar
este problema, foram criados calenda´rios com um nu´mero inteiro de dias,
onde cada sociedade usou ou usa o feno´meno mais adaptado a` sua situac¸a˜o
geogra´fica, religiosa e pol´ıtica. Constatou-se a existeˆncia de diferentes rea-
lidades: por um lado se destacam os povos que viviam em locais onde na˜o
existe um sazonalidade acentuada e que ainda hoje utilizam o ciclo lunar,
mesmo apo´s ter havido uma grande expansa˜o da sua localizac¸a˜o, como e´ o
caso da populac¸a˜o muc¸ulmana; por outro lado tem-se os povos onde exis-
tem estac¸o˜es do ano bem definidas, nomeadamente o povo eg´ıpcio (devido
ao comportamento do rio Nilo).
Podem associar-se a esta tentativa de organizar o tempo, diferentes aspetos
matema´ticos, entre os quais os convergentes tirados das frac¸o˜es continu-
adas e as congrueˆncias. Os convergentes utilizados sa˜o nu´meros racionais
muito pro´ximos de certas constantes astrono´micas, e as congrueˆncias per-
mitem observar a repetic¸a˜o do mesmo padra˜o ao longo do tempo, para cada
calenda´rio.
Neste trabalho, foi feita uma ana´lise detalhada do conteu´do matema´tico,
dos calenda´rios estudados, assim como da histo´ria destes calenda´rios. Dos
resultados obtidos destaca-se por um lado, o facto de que no calenda´rio
gregoriano, utilizado na nossa sociedade, existir a diferenc¸a de um dia re-
lativamente ao calenda´rio solar astrono´mico a cada 3300 anos, e por outro
lado, o ano 46 a.C. ter tido 445 dias.

keywords Continued Fractions, congruences, lunar, luni-solar, solar calendar, Is-
lamic, Hebrew, Julian, Gregorian calendar, metonic, octaeteris cycles
abstract Throughout human history, people have always shown a concern about how
to mark dates and events. In this sense, the aim of this work was to unders-
tand the relationship between certain phenomena of nature, including the
cycle of the moon and the cycle of the sun, in the implementation of calen-
dars. Notice that the calendars are based on astronomical observations, and
that the duration of these cycles does not correspond to a whole number of
days, leading therefore to different problems when one tries to organize the
days in fixed periods of time. In an attempt to solve this problem, calendars
were created with a whole number of days, where each society group has
used or uses the most appropriate phenomenon to its geographical, religious
and political situation. It was found that there are different realities: on
the one hand stands the people who lived in places where there is a marked
seasonality and still use the lunar cycle, even after having been a major
expansion of its original location, as is the case of the Muslim population;
on the other hand there are people where the seasons are very well defined,
in particularly the Egyptian people (due to the behavior of the Nile).
Different mathematical aspects may be associated with this attempt to
divide the time, including the convergents taken from continued fractions
and congruences. The convergents we are going to use are rational numbers
that are very close to certain astronomic constants, and congruences will be
used to detect the repetition of certain patterns over time for each calendar.
In this work, a detailed analysis of the mathematical content of the studied
calendars was made, as well as the history of these calendars. From the
results we highlight, on the one hand, the fact that in the Gregorian calendar,
used in our society, there is a difference of one day, in relation to the solar
calendar (astronomical) every 3300 years, and on the other hand, the year
46 ac having had 445 days.

Introduc¸a˜o
“O calenda´rio exprime o ritmo de atividade colectiva ao
mesmo tempo que tem por func¸a˜o assegurar a sua regularidade.”
E´mile Durkheim
Ao longo da histo´ria da humanidade, o calenda´rio constituiu e constitui um elemento
importante na cultura das diferentes civilizac¸o˜es, como e´ o caso dos povos Eg´ıpcio
ou Romano. O termo calenda´rio vem do latim calendarium dando origem ao termo
calendae, este corresponde ao primeiro dia do meˆs Romano. Repare-se que, uma das
primeiras coisas que uma crianc¸a aprende na escola e´ a data. Esta exprime-se pelo
nome do dia da semana, nu´mero do dia, nome do meˆs e pelo ano. Contudo, considera-
-se crucial referir que esta data refere-se a um tempo falsamente universal. Assim, pode
afirmar-se que dominar o tempo e´ escolher uma origem, o mais long´ınqua poss´ıvel, para
poder testemunhar uma longa histo´ria.
Neste contexto, o calenda´rio e´ (ver [19], traduc¸a˜o pro´pria)
uma produc¸a˜o humana, que reflete o rasto da histo´ria religiosa,
pol´ıtica e cultural das diferentes sociedades, bem como a interligac¸a˜o
entre as mesmas. Contudo, ele foi consecutivamente ajustado e mo-
dificado ao longo dos se´culos, com o objetivo de representar o mais
exato poss´ıvel os grandes ritmos diurno, lunar e anual que condicio-
navam e condicionam a vida dos Homens.
Com o intuito de agrupar os dias solares seguindo um ciclo lunar e/ou um ciclo solar
(o das estac¸o˜es do ano), estes treˆs feno´menos f´ısicos sem ligac¸a˜o aparente levaram a`
criac¸a˜o e ao desenvolvimento de um conjunto de calenda´rios, de acordo com diferentes
povos.
i
O dia e´ a unidade ba´sica de tempo que relaciona todos os calenda´rios, mas va´rios
calenda´rios usam convenc¸o˜es diferentes para estruturar os dias em unidades maiores:
semanas, meses, anos e ciclos de anos. A durac¸a˜o do dia e´ de 23 horas, 59 minutos e
39 segundos a 24 horas, 0 minutos e 30 segundos, dependendo do dia do ano, dado que
a rotac¸a˜o da Terra tem uma trajeto´ria el´ıptica. Por conseguinte, a durac¸a˜o me´dia de
um dia solar e´ de 24 horas, 0 minutos e 0 segundos, que corresponde a 86400 segundos.
A Lua e´ o sate´lite natural da Terra, existem dois per´ıodos associados ao seu movi-
mento o per´ıodo Sideral e o per´ıodo Sino´dico. O ciclo lunar, tambe´m chamado per´ıodo
Sino´dico da Lua, tem uma durac¸a˜o me´dia de 29,530589 dias. Este per´ıodo representa
a durac¸a˜o que separa duas Luas novas, e desta constante astrono´mica resulta uma al-
ternaˆncia de 29 ou 30 dias por meˆs. Isto permite determinar um per´ıodo mais pequeno
– a semana. Esta corresponde a sete dias e esta´ intimamente ligada a um quarto do
ciclo lunar. O ano lunar e´ constitu´ıdo de 12 ciclos lunares, e corresponde a 354 dias
ou ocasionalmente 355 dias. Isto ocorre para manter o ciclo lunar sincronizado com o
ano lunar. O per´ıodo Sideral, e´ o tempo que a Lua demora a completar uma volta ao
redor da Terra, tem uma durac¸a˜o de 27,3 dias. Neste sentido, existe uma diferenc¸a de
2,25 dias entre o per´ıodo Sideral e o per´ıodo Sino´dico, sendo o per´ıodo Sino´dico mais
longo.
O ano solar consiste na durac¸a˜o que separa dois equino´cios da primavera. A constante
astrono´mica do ano solar e´ de 365,24219878 dias, isto e´, 365 dias, 48 minutos e 46
segundos. Desta constante resultam anos com 365 dias ou com 366 dias. Repare-se
que exitem diferentes povos que usaram e usam este ciclo solar, sendo que cada um
deles opta pelo “sistema”que melhor se adequa ao seu modo de vida. O ano solar tem
quatro estac¸o˜es do ano.
O sistema de calenda´rios lunissolar tenta conjugar o ciclo lunar ao ciclo solar. Os dois
ciclos teˆm uma diferenc¸a de onze dias, sendo que ja´ houve va´rias tentativas para solu-
cionar este problema.
Nesta dissertac¸a˜o apresentam-se os sistemas de calenda´rios lunar, solar e lunissolar que
esta˜o intimamente relacionados com o ciclo lunar e/ou solar. Com o intuito de contri-
buir para uma melhor compreensa˜o destes calenda´rios, a presente dissertac¸a˜o pretende
analisar detalhadamente o conteu´do matema´tico, a histo´ria dos calenda´rios e a sua
interligac¸a˜o.
ii
As dificuldades encontradas pelos diferentes povos em diferentes regio˜es esta˜o associ-
adas ao desejo de querer escrever no seu calenda´rio a realidade mencionada anterior-
mente, pois as de´cimas que se encontram depois da v´ırgula correspondem a fragmentos
do dia. Contudo, um dia e´ um nu´mero inteiro de horas. Assim sendo, comec¸aram a fa-
zer-se diferentes escolhas segundo o Homem, o meio envolvente e a civilizac¸a˜o. Apesar
das inu´meras tentativas e escolhas feitas, concluiu-se que os erros sa˜o cada vez menores,
pore´m ainda na˜o se conseguiu chegar, ate´ aos dias de hoje, a` precisa˜o.
Esta dissertac¸a˜o encontra-se dividida por diferentes cap´ıtulos, correspondendo o pri-
meiro cap´ıtulo aos conceitos ba´sicos associados a` a´rea da Teoria dos Nu´meros, com
especial incideˆncia nas frac¸o˜es continuadas, nos convergentes e nas congrueˆncias. Se-
guidamente, apresenta-se a parte pra´tica, correspondendo aos cap´ıtulos dois, treˆs e
quatro, que se dedica ao estudo dos sistemas de calenda´rios lunar (islaˆmico), lunisso-
lar (grego e hebreu) e solar (juliano, gregoriano, persa, Von Ma¨dler e o republicano).
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Na presente dissertac¸a˜o utiliza-se aproximac¸o˜es racionais, os convergentes, de cons-
tantes astrono´micas, sem explicar a sua origem. Claro que os povos conseguiram
encontra´-las com pacieˆncia e tentativas. No entanto, existe um me´todo para obter
tais aproximac¸o˜es – as frac¸o˜es continuadas. Estas foram estudadas por grandes ma-
tema´ticos de toda a histo´ria, por exemplo, Lagrange, Galois, Fermat, Euler, Liouville
entre outros.
Termina-se este cap´ıtulo com uma pequena introduc¸a˜o do conceito de congrueˆncia e a
explicac¸a˜o das suas propriedades. As congrueˆncias constituem uma ferramenta muito
importante no ca´lculo dos ciclos. Os conceitos de congrueˆncia foram desenvolvidos por
Carl Friedrich Gauss no in´ıcio do se´culo XIX. Carl Friedrich Gauss foi um astro´nomo,
matema´tico e f´ısico alema˜o, e e´ considerado o pr´ıncipe da matema´tica. Ele e´ conside-
rado ao mesmo tempo o u´ltimo dos cla´ssicos e o primeiro dos modernos. Isto e´, ele
resolveu problemas cla´ssicos com me´todos modernos (ver [28]).
Este cap´ıtulo e´ adaptado do livro [22]. Outros livros como [13] e [26] foram consultados
para comparar os resultados.
1
CAPI´TULO 1. CONCEITOS BA´SICOS
1.1 Frac¸o˜es continuadas
Para compreender as frac¸o˜es continuadas, estuda-se o algoritmo de Euclides, um me´todo
simples para encontrar o ma´ximo divisor comum entre dois nu´meros.
Definic¸a˜o 1.1. Sejam a e b dois inteiros na˜o nulos, o ma´ximo divisor comum e´ o
maior inteiro que divide simultaneamente a e b.
A notac¸a˜o do ma´ximo divisor comum entre a e b e´ dada por (a, b).
Teorema 1.2 (Algoritmo de Euclides). Seja x0 e x1 dois nu´meros inteiros na˜o ne-
gativos, x0 = a e x1 = b, b 6= 0. Aplica-se sucessivamente o algoritmo da divisa˜o de
Euclides e obte´m-se
xi = xi+1qi+1 + xi+2
com 0 < xi+2 < xi+1, i = 0, 1, 2, ..., n− 3 e xn = 0. Enta˜o (a, b) = xn−1, o u´ltimo resto
diferente de zero.
Demonstrac¸a˜o. .
Seja d = (a, b), prova-se por induc¸a˜o que d | xk, para qualquer 0 ≤ k ≤ n− 1.
Como d | a e d | b tem-se que d | (a − bq1), ou seja, d | x2. Como d | b e d | x2 enta˜o
d | (b− x2q2) = x3.
Suponha-se que d | xk−1 e d | xk, prova-se que d | xk+1. Pela hipo´tese de induc¸a˜o,
obte´m-se d | (xk−1 − xkqk). Como xk−1 − xkqk = xk+1 portanto d | xk+1.
Provou-se que d | xk para qualquer 0 ≤ k ≤ n− 1. Em particular d | xn−1.
Seja x0 = a e x1 = b dois nu´meros inteiros positivos a ≥ b. Seja d = (a, b).
Divide-se x0 e x1, onde o quociente e´ q1 e o resto e´ x2. Tem-se
x0 = q1 × x1 + x2 .
Divide-se x1 pelo resto x2, o quociente e´ q2 e o resto e´ x3. Obte´m-se
x1 = q2 × x2 + x3 ,
etc.
Como os nu´meros inteiros xi sa˜o decrescentes, mais cedo ou mais tarde, tem-se o resto
xn = 0, isto e´,
xn−2 = qn−1 × xn−1 .
Portanto, xn−1 divide xn−2 e por recorreˆncia todos os xi, com 0 ≤ i ≤ n − 1. Em
particular, xn−1 divide a e divide b, logo divide tambe´m d.
Portanto d = xn−1.
2
CAPI´TULO 1. CONCEITOS BA´SICOS
Exemplo 1.3. Encontra-se (48, 13), pela aplicac¸a˜o do algoritmo de Euclides.
48 = 3× 13 + 9
13 = 1× 9 + 4
9 = 2× 4 + 1
4 = 4× 1 .
Assim (48, 13) = 1.
Seja r um nu´mero real estritamente positivo, substitui-se os dois inteiros x0 e x1 do
algoritmo de Euclides por a0 = brc, a parte inteira de r, e b0 = r− a0, a parte decimal
de r. Define-se a partir de r , an e bn ao calcular sucessivamente:
r = a0 × 1 + b0
1 = a1 × b0 + b1
b0 = a2 × b1 + b2
.................
bi−2 = ai × bi−1 + bi
.................
Nesta lista, todos os ai sa˜o inteiros positivos e todos os bi sucedem em ordem decres-
cente 0 ≤ bi < bi−1. Se bi = 0 o nu´mero r e´ racional. Nos outros casos, as sequeˆncias
a0, a1, a2, . . . e b0, b1, b2, . . . sa˜o infinitas.
Tem-se as igualdades seguintes























Assim, o nu´mero r esta´ definido em frac¸a˜o continuada. Os convergentes sa˜o









Denota-se a frac¸a˜o continuada de r por [a0; a1, a2, a3, ...]. Como a0 e´ a parte inteira de
r, separa-se a0 por um ponto e virgula do resto dos outros ai.
3
CAPI´TULO 1. CONCEITOS BA´SICOS
Exemplo 1.4. Representa-se 48
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Ou seja, r = [3; 1, 2, 4].
Definic¸a˜o 1.5. Uma frac¸a˜o continuada finita e´ uma expressa˜o da forma











onde a0, a1, a2, a3, ..., an sa˜o nu´meros reais com a1, a2, a3, ..., an positivos.
Definic¸a˜o 1.6. Uma frac¸a˜o continuada infinita e´ uma expressa˜o da forma











CAPI´TULO 1. CONCEITOS BA´SICOS
onde a0, a1, a2, a3, ... sa˜o nu´meros reais com a1, a2, a3, ... positivos.
Uma frac¸a˜o continuada e´ chamada simples se os nu´meros reais a0, a1, a2, a3, ..., an forem
inteiros.
Definic¸a˜o 1.7. Sejam n, k ∈ N0, com k ≤ n, a0 ∈ N0 e a1, a2, . . . , ak inteiros po-
sitivos. A` frac¸a˜o continuada [a0; a1, a2, . . . , ak] chama-se convergente de ordem k de
qualquer frac¸a˜o continuada, finita ou infinita, das formas [a0; a1, a2, ..., ak, ak+1, . . . , an]
ou [a0; a1, a2, . . . , ak, ak+1, . . . , an, an+1, . . . ], onde ak+1, . . . , an, an+1,. . . , sa˜o inteiros
positivos. A notac¸a˜o do convergente de ordem k e´ Ck.
Os convergentes sa˜o representados por C0 = [a0], C1 = [a0; a1], C2 = [a0; a1, a2],... .
No teorema 1.8 e´ enunciado o algoritmo para determinar os convergentes de uma frac¸a˜o
continuada.
Teorema 1.8. Sejam a0; a1, a2, ..., an nu´meros reais, com a1, a2, ..., an positivos. As
sequeˆncias p0, p1, ..., pn e q0, q1, ..., qn sa˜o definidas recursivamente, por
p0 = a0 q0 = 1
p1 = a0a1 + 1 q1 = a1
... ...
pk = akpk−1 + pk−2 qk = akqk−1 + qk−2
para k = 2, 3, ..., n.






O resultado obte´m-se por induc¸a˜o matema´tica.
Para k = 0, tem-se







Para k = 1, tem-se











CAPI´TULO 1. CONCEITOS BA´SICOS
Neste sentido, o resultado verifica-se para k = 0 e k = 1.
Assume-se que o resultado e´ va´lido para um inteiro positivo k e 2 ≤ k < n. Tem-se







Todos os nu´meros reais pk−1, pk−2, qk−1 e qk−2 so´ dependem de a0, a1, ..., ak−1.
Agora
Ck+1 = [a0; a1, . . . , ak, ak+1] =
[

















ak+1(akpk−1 + pk−2) + pk−1








Verifica-se que o resultado e´ va´lido para k + 1.
O exemplo seguinte ilustra o teorema 1.8.
Exemplo 1.9. Encontram-se os primeiros quatro convergentes da frac¸a˜o continuada
de pi, [3; 7, 15, 1, 292, . . . ], usando o teorema 1.8. Calcula-se as sequeˆncias pi e qi para
i = 0, 1, 2, 3, obte´m-se
p0 = 3 q0 = 1
p1 = 3 · 7 + 1 = 22 q1 = 7
p2 = 15 · 22 + 3 = 333 q2 = 15 · 7 + 1 = 106
p3 = 1 · 333 + 22 = 355 q3 = 1 · 106 + 7 = 113 .
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O valor de pi e´ de 3,14159265359..., os convergentes encontrados sa˜o muito pro´ximos
deste valor.
1.2 Congrueˆncias
As noc¸o˜es de congrueˆncia abordadas nesta secc¸a˜o sa˜o muito importantes para a teoria
dos nu´meros.
Sejam a e b dois inteiros, dividi-se a por b e obte´m-se um quociente q e um resto r, que
satisfaz a seguinte relac¸a˜o:
a = b× q + r, 0 ≤ r < b .
O exemplo seguinte mostra a aplicac¸a˜o deste resultado.
Exemplo 1.10. Hoje e´ terc¸a-feira, que dia da semana sera´ daqui a 19 dias?
Numa semana existem 7 dias, este valor corresponde a b. Pretende analisar-se o que
se passa daqui a 19 dias, sendo este valor a. Este tipo de questa˜o e´ facilmente res-
pondida ao encontrar o resto da divisa˜o de 19 por 7. Pela divisa˜o euclidiana, tem-se
(19 = 2 × 7 + 5), existem 14 dias que correspondem a duas semanas completas (ao
contra´rio do que indica a conhecida expressa˜o daqui a quinze dias), portanto sera´ no-
vamente terc¸a-feira. Veˆ-se assim, que so´ o resto da divisa˜o vai alterar o dia da semana.
Adicionar 19 dias ou adicionar 5 dias vai dar o mesmo dia da semana, desta forma
a questa˜o pode ser reformulada, Hoje e´ terc¸a-feira, que dia da semana sera´ daqui a
5 dias?. Assim, basta contar cinco dias a partir de terc¸a-feira para saber o dia da
semana, o resultado e´ Domingo. Pode concluir-se que daqui a 19 dias, o dia da semana
e´ domingo.
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Quando se trabalha com ciclos, o importante e´ encontrar o resto, em matema´tica este
racioc´ınio e´ traduzido pelas congrueˆncias.
Nos ciclos associam-se nu´meros inteiros 0 ate´ m − 1, a cada elemento do ciclo de m
elementos, na ordem que eles se apresentam. No caso dos dias da semana, o zero cor-
responde ao domingo e o seis ao sa´bado.
De uma maneira geral, calcular a congrueˆncia significa calcular o resto da divisa˜o, r,
de a por m. A notac¸a˜o e´
r = a mod m.
Definic¸a˜o 1.11. Sejam a e b inteiros e m um inteiro positivo. Diz-se que a e´ congru-
ente com b se m | (a− b).
Se a e´ congruente com b mo´dulo m, a notac¸a˜o e´ a ≡ b mod m.
Se m - (a − b), com notac¸a˜o de a 6≡ b mod n, e diz-se que a e´ incongruente com b
mo´dulo m.
Exemplo 1.12. Tem-se que 30 ≡ 2 mod 4 visto que 4 | (30− 2) = 28.
Va´rios feno´menos na nossa vida sa˜o baseados nas congrueˆncias, por exemplo, os relo´gios
trabalham com o mo´dulo 12 para 24 horas (1 dia), tem-se mo´dulo 60 para os minutos
e os segundos, os calenda´rios usam mo´dulo 7 para os dias da semana e mo´dulo 12 para
os meses.
Teorema 1.13. Se a e b sa˜o inteiros, enta˜o a ≡ b mod m se e somente se existe um
inteiro k tal que a = b+ km.
Demonstrac¸a˜o. .
Se a ≡ b mod m enta˜o m | (a−b), isto significa que existe um inteiro k com km = a−b,
enta˜o tem-se a = b+ km.
Inversamente, se existe um inteiro k com a = b + km, enta˜o km = a − b, tem-se que
m | (a− b), e consequentemente, a ≡ b mod m.
Exemplo 1.14. Tem-se que 27 ≡ 3 mod 12 e 27 = 3 + 2× 12.
O teorema seguinte estabelece algumas propriedades importantes das congrueˆncias.
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Teorema 1.15. Seja m um inteiro positivo. As congrueˆncias mo´dulo m satisfazem as
seguintes propriedades:
i. Propriedade reflexiva: Se a e´ um inteiro, enta˜o a ≡ a mod m.
ii. Propriedade sime´trica: Se a e b sa˜o inteiros tais que a ≡ b mod m,
enta˜o b ≡ a mod m.
iii. Propriedade transitiva: Se a, b e c sa˜o inteiros com a ≡ b mod m e
b ≡ c mod m enta˜o a ≡ c mod m.
Demonstrac¸a˜o. .
i. Tem-se que a ≡ a mod m visto que m | (a− a) = 0.
ii. Se a ≡ b mod m, enta˜o m | (a− b). Assim, existe um inteiro k com km = a− b.
Isto mostra que (−k)m = b− a, enta˜o m | (b− a).
Consequentemente b ≡ a mod m.
iii. Se a ≡ b mod m e b ≡ c mod m, enta˜o m | (a − b) e m | (b − c). Assim,
existe dois inteiros k e l com km = a − b e lm = b − c. Por conseguinte,
a− c = (a− b) + (b− c) = km+ kl = b− c.
Consequentemente m | (a− c) e a ≡ c mod m.
Do teorema 1.15, veˆ-se que um conjunto de inteiros esta´ dividido em m conjuntos dife-
rentes chamados classes de congrueˆncias mo´dulo m, cada uma conteˆm reciprocamente
congruente mo´dulo m.
Seja a um inteiro. Dado um inteiro positivo m, m > 1, pelo algoritmo da divisa˜o,
tem-se a = bm+ r onde 0 ≤ r ≤ m− 1.
Da equac¸a˜o a = bm+ r, tem-se que a ≡ r mod m. Por isso, cada inteiro e´ congruente
mo´dulo m a um dos inteiros do conjunto 0, 1, ...,m − 1 chamados de resto quando e´
dividido por m. Visto que na˜o existem dois inteiros 0, 1, ...,m−1 que sejam congruentes
mo´dulo m. Tem-se m inteiros, de maneira que cada inteiro e´ congruente a exatamente
um dos m inteiros.
Definic¸a˜o 1.16. Um sistema completo de res´ıduos mo´dulo m e´ um conjunto de inteiros
tais que cada inteiro e´ congruente mo´dulo m a exatamente um inteiro desse conjunto.
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Frequentemente faz-se aritme´tica com as congrueˆncias. As congrueˆncias teˆm muitas
das mesmas propriedades que as igualidades teˆm. Primeiro, mostra-se que a adic¸a˜o,
subtrac¸a˜o ou a multiplicac¸a˜o nos dois membros da congrueˆncia conserva a congrueˆncia.
Teorema 1.17. Se a, b, c e m sa˜o inteiros com m > 0 tal que a ≡ b mod m, enta˜o
i. a+ c ≡ b+ c mod m
ii. a− c ≡ b− c mod m
iii. ac ≡ bc mod m
Demonstrac¸a˜o. .
Como a ≡ b mod m, tem-se que m | (a− b)
i. Pela identidade, (a+ c)− (b+ c) = a− b, enta˜o m | ((a+ c)− (b+ c)).
ii. a− c ≡ b− c mod m pelo facto que (a− c)− (b− c) = a− b.
iii. Observa-se que ac− bc = c(a− b), como m | (a− b), tem-se que m | c(a− b) por
este motivo ac ≡ bc mod m.
Exemplo 1.18. Seja 15 ≡ 1 mod 7, usando o teorema 1.17 tem-se que
20 = 15 + 5 ≡ 1 + 5 = 6 mod 7
12 = 15− 3 ≡ 1− 3 = −2 mod 7
30 = 15× 2 ≡ 1× 2 = 2 mod 7
No exemplo seguinte, mostra-se que na˜o e´ necessariamente verdade que a congrueˆncia
preserva a divisa˜o nos dois membros.
Exemplo 1.19. Tem-se que 14 = 7× 2 ≡ 4× 2 = 8 mod 6. Mas 7 6≡ 4 mod 6.
O teorema 1.20, mais geral que o teorema 1.17, e´ tambe´m muito u´til.
Teorema 1.20. Se a, b, c e m sa˜o inteiros com m > 0 tal que a ≡ b mod m, e
c ≡ d mod m enta˜o
i. a+ c ≡ b+ d mod m
ii. a− c ≡ b− d mod m
iii. ac ≡ bd mod m
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Demonstrac¸a˜o. .
Se a ≡ b mod m enta˜o m | (a − b), existe um inteiro k tal que a − b = km e se
c ≡ d mod m enta˜o m | (c− d), existe um inteiro l tal que c− d = lm.
i. Observa-se que (a+ c)− (b+ d) = (a− b)− (c− d) = km+ lm = (k + l)m.
Assim m | ((a+ c)− (b+ d)) enta˜o a+ c ≡ b+ d mod m.
ii. Observa-se que (a− c)− (b− d) = (a− b)− (c− d) = km− lm = (k − l)m.
Assim m | ((a− c)− (b− d)) enta˜o a− c ≡ b− d mod m.
iii. Observa-se que ac− bc = ac− bc+ bc− bd = c(a− b) + b(c− d) = ckm+ blm =
(ck + bl)m.
Assim m | (ac− bd) enta˜o ac ≡ bd mod m.
Exemplo 1.21. Como 13 ≡ 8 mod 5 e 7 ≡ 2 mod 5, usado o teorema 1.20 tem-se
que
20 = 13 + 7 ≡ 8 + 2 ≡ 0 mod 5
6 = 13− 7 ≡ 8− 7 ≡ 1 mod 5





“Seguir a lua ao longo dos meses”
Jean Leford (ver [16])
O presente cap´ıtulo incide sobre um dos diversos feno´menos que foram detetados asso-
ciados aos calenda´rios, mais especificamente o caso do sistema de calenda´rios lunares.
Repara-se que, ate´ aos dias de hoje, este sistema de calenda´rios e´ assumido como sendo
o mais primitivo e como tal esta´ intimamento relacionado com as fases da lua. Como
vai ser abordado em seguida, pode adiantar-se que o ciclo das diferentes fases da lua
da´ origem ao meˆs, que corresponde teoricamente ao ciclo lunar. Para ale´m deste ci-
clo, pretende abordar-se outro aspeto relevante, nomeadamente o calenda´rio islaˆmico.
Neste cap´ıtulo, fazem-se va´rias vezes refereˆncia aos calenda´rios juliano e gregoriano
quando sa˜o mencionadas datas do calenda´rio islaˆmico, estas refereˆncias servem como
elemento de localizac¸a˜o relativamente ao nosso calenda´rio.
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2.1 O ciclo lunar
O ciclo lunar ou tambe´m denominado meˆs lunar e´ o tempo decorrido entre duas luas
novas. A durac¸a˜o de um ciclo lunar pode variar entre 29 dias e 6 horas a 29 dias e
20 horas, resultado da complexidade do movimento da lua em torno da Terra. Com
base na astronomia e apo´s um grande nu´mero de observac¸o˜es e estudos nesta a´rea,
concluiu-se que a durac¸a˜o me´dia de um ciclo lunar e´ de 29,530589 dias, isto e´, 29 dias,
12 horas, 44 minutos e 3 segundos (ver [17]).
O meˆs lunar de 29,530589 representado em frac¸a˜o continuada, e´ dado por:














Truncando esta representac¸a˜o, obteˆm-se os seguintes convergentes
















Cada aproximac¸a˜o encontrada anteriormente permite a construc¸a˜o do chamado ciclo.
Tem-se a estrutura 29 + x
y
, onde x representa os dias a inserir num ciclo de y meses.
Um dia, per´ıodo de vinte e quatro horas, e´ o tempo durante o qual a Terra da´ uma
volta sobre o seu pro´prio eixo. Neste sentido, o meˆs e´ composto de um nu´mero inteiro
de dias, caso contra´rio, existiriam meses a comec¸ar a` meia-noite, outros a`s 6 horas da
manha˜, etc. Por observac¸a˜o humana, os nossos antepassados conclu´ıram que um meˆs
lunar era composto de 29 dias ou de 30 dias. Repare-se que este resultado e´ confir-
mado quando se analisa os convergentes do meˆs lunar, pois o primeiro convergente e´
29 e o segundo e´ 30. O convergente 29 + 1
2
tambe´m e´ utilizado na construc¸a˜o do ano
lunar, pois representa uma boa aproximac¸a˜o do meˆs lunar. Note-se que um meˆs de
29,5 dias e´ mais curto que o meˆs lunar em 0,030589 dias, isto e´, 44 minutos e 3 segundos.
O ano lunar tambe´m equivale a 12 meses. Um ano lunar tem 354 dias, (29, 5 × 12).
Como o meˆs lunar tem 29,530589 dias, um ano lunar (isto e´ doze meses lunares) tem
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exatamente 354,367068 dias, isto e´, 354 dias 8 horas 48 min e 33 segundos. Observa-se
que existe um adiantamento de 0,367068 dias, isto e´, 8 horas 48 min e 33 segundos.
Para compreender a influeˆncia deste resultado a longo prazo, e´ importante estudar a
representac¸a˜o do ano lunar em frac¸a˜o continuada. O ano lunar de 354,367068 dias e´
representado por







































Cada convergente encontrado anteriormente permite a construc¸a˜o do chamado ciclo.
Tem-se a estrutura 354 + x
z
, onde x representa os dias a inserir num ciclo de z anos. O
primeiro convergente encontrado, 354 dias, corresponde ao nu´mero de dias de um ano
comum no calenda´rio lunar. Os outros convergentes consistem em 354 dias, aos quais
se adiciona uma frac¸a˜o. Esta relaciona os dias a adicionar (numerador) durante um
ciclo de anos (denominador).
No convergente 354 + 1
2
, o ano tem 354 dias e e´ adicionado 1 dia a cada 2 anos. Por-
tanto, existem dois anos com um nu´mero de dias diferente, um ano com 354 dias e o
outro com 355 dias, a me´dia de dias por ano passa a ser de 354,5. Num ano lunar me´dio
com 354,5 dias o ano tem um atraso de 0,132932 dias, isto e´, 3,2 horas, relativamente
ao ano lunar. Em 30 anos obte´m-se um atraso de 4 dias, como tal este convergente
na˜o permite uma boa aproximac¸a˜o do ano lunar.
O convergente 354 + 1
3
, tem 354 dias e 1 dia e´ inserido a cada 3 anos. Os treˆs anos sa˜o
compostos por 2 anos de 354 dias e um ano de 355 dias, tem-se um ano lunar me´dio
de 354,333333 dias. Um ano com 354,333333 dias, leva a 0,033735 dias a menos que o
ano lunar, (354,333333− 354,367068), tem um adiantamento de 48,6 minutos por ano.
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Em 30 anos o adiantamento e´ de 1 dia. Isto mostra que num per´ıodo de 30 anos sa˜o
adicionados 10 dias, e existe ainda um adiantamento de 1 dia. Este convergente na˜o
e´ a melhor aproximac¸a˜o para o ano lunar, mas permite uma boa comparac¸a˜o com um
dos convergentes encontrados para o ano lunar.
Percorrendo os convergentes encontrados para o ano lunar, o convergente 354 + 11
30
tem
um ano de 354 dias e sa˜o inseridos 11 dias num ciclo de 30 anos. Portanto, existem 19
anos com 354 dias e 11 anos com 355 dias, a me´dia de dias do ano e´ de 354,366667.
Este ano lunar me´dio esta adiantado de 4 × 10−4 dias, isto e´, 34,7 segundos por ano.
Em 30 anos, o ano lunar me´dio esta´ adiantado de 0,0120399 dias, isto e´, 17 minutos e
20,3 segundos. Este convergente e´ usado no calenda´rio islaˆmico. O calenda´rio islaˆmico
e´ um calenda´rio lunar, o mais utilizado atualmente. Para uma melhor compreensa˜o
do calenda´rio lunar considera-se fulcral estudar o calenda´rio islaˆmico, onde se pretende
analisar a influeˆncia deste atraso a longo prazo (ver [17, 16]). Este calenda´rio e´ abor-
dado na secc¸a˜o 2.2.
Coloca-se em evideˆncia que os outros convergentes na˜o sa˜o analisados detalhadamente,
contudo quando se escolhe um convergente com um denominador muito baixo o erro e´
muito maior. Tal pode ser observado na frac¸a˜o 1
2
. Ja´ quando se opta por um denomi-
nador superior a 50, verifica-se uma clara dificuldade em explicar a` populac¸a˜o em que
ano se deveria inserir um dia.
De referir que va´rios povos comec¸aram a elaborar os seus pro´prios calenda´rios com base
no ciclo lunar, sendo exemplo disto o calenda´rio eg´ıpcio (desenvolvido pelos eg´ıpcios)
e o calenda´rio romano (criado pelos romanos). No entanto, deve realc¸ar-se que estes
calenda´rios sofreram alterac¸o˜es no decorrer dos anos. O calenda´rio lunar foi impor-
tante para as populac¸o˜es no´madas, bem como, para aquelas que viviam do mar. Na˜o
obstante, este ge´nero de calenda´rio tornou-se um problema para as populac¸o˜es que
cultivavam, ja´ que a` semelhanc¸a do que acontece atualmente, tambe´m na antiguidade
era necessa´rio seguir as estac¸o˜es do ano para cultivar.
2.2 Calenda´rio islaˆmico
O calenda´rio islaˆmico e´ um calenda´rio lunar em utilizac¸a˜o nos dias de hoje. Como refe-
rido anteriormente, a unidade ba´sica do calenda´rio lunar e´ o meˆs lunar. Os calenda´rios
lunares seguem as fases da lua e ignoram o movimento do sol, da´ı conclui-se que o ano
lunar na˜o acompanha as estac¸o˜es do ano. Ale´m do calenda´rio lunar tambe´m existem
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outros calenda´rios, como exemplo, o calenda´rio solar, que segue os movimentos do sol
(cap´ıtulo 3). O calenda´rio gregoriano (utilizado pela sociedade portuguesa) e´ clara-
mente um exemplo do calenda´rio solar, ja´ que possui quatro estac¸o˜es do ano onde cada
uma corresponde a treˆs meses do ano. No hemisfe´rio norte, o vera˜o, uma das quatro
estac¸o˜es do ano, corresponde aproximadamente aos meses de julho, agosto e setembro.
O in´ıcio do meˆs lunar era e continuada a ser definido pela observac¸a˜o humana, sendo
que atualmente esta observac¸a˜o e´ somente utilizada para efeitos religiosos. O primeiro
dia de cada meˆs lunar comec¸a quando uma te´nue lua nova que e´ percebida no ce´u
ocidental depois do poˆr-do-sol, um dia ou dois apo´s a Lua Nova. Por outras palavras,
devido a influeˆncia do factor humano, o primeiro dia de cada meˆs na˜o e´ definido de
maneira exata e os dias comec¸am com o poˆr-do-sol.
Para tornar o calenda´rio islaˆmico mais previs´ıvel, menos dependente da observac¸a˜o da
lua, menos amb´ıguo, assim como, para que o mesmo pudesse ser utilizado no mundo
civil e de forma regular, sa´bios muc¸ulmanos do se´culo VIII desenvolveram o Calenda´rio
islaˆmico tabular. Este calenda´rio tem o mesmo nu´mero de meses e de anos que o ca-
lenda´rio islaˆmico inicial, mas os meses sa˜o determinados por ca´lculos aritme´ticos em
vez da observac¸a˜o ou dos ca´lculos astrono´micos.
O in´ıcio da cronologia islaˆmica, isto e´, o primeiro ano He´gira, 1 A. H., do latim Anno
Hegirae, coincide com a sexta-feira, 16 de julho de 622 do calenda´rio juliano. Esta
data corresponde ao dia em que Maome´ saiu de Meca para se refugiar em Medina. No
entanto, os astro´nomos consideram que o primeiro dia do primeiro ano He´gira, “era
He´gira astrono´mica”, comec¸a na quinta-feira, 15 de julho de 622 do calenda´rio juliano
(ver [19]).
Como referido na secc¸a˜o anterior, o calenda´rio islaˆmico e´ baseado no convergente
354 + 11
30
. Num ciclo de 30 anos sa˜o adicionados 11 dias, os 30 anos teˆm exatamente
10631 dias, 354 × 30 + 11, que e´ aproximadamente o valor que se obteria se se usasse
o ano lunar, (354,367068 × 30 = 10631,01204). Como cada ano lunar tem 12 meses
lunares num ciclo de 30 anos lunares teˆm-se 360 meses lunares (12×30). Os dias do ano
lunar na˜o sa˜o exatamente iguais aos do ano lunar islaˆmico, para se saber as diferenc¸as
deve calcular-se as aproximac¸o˜es do meˆs lunar islaˆmico e do ano lunar islaˆmico. Para
isso analisam-se as relac¸o˜es entre os dias e os meses lunares, e entre os dias e os anos
lunares.
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No calenda´rio islaˆmico, um ciclo de 30 anos tem 10631 dias e 360 meses, pode concluir-














O meˆs lunar islaˆmico apresenta apenas treˆs segundos a menos relativamente ao meˆs
lunar, isto e´, 29,530556−29,530589 = −0,000033 dias, deste facto, pode conclui-se que
a aproximac¸a˜o do meˆs lunar islaˆmico encontrado num ciclo de 30 anos e´ muito boa, pois
existe um adiantamento de 0,000401 dias num ano. Este resultado e´ confirmado com o
convergente 354+ 11
30
, resultado encontrado para o ano lunar islaˆmico (isto e´ doze meses
lunares), ja´ observado anteriormente. O adiantamento de 0,000401 dias, e´ encontrado
ao fazer a diferenc¸a entre o ano lunar islaˆmico e o ano lunar, (354,366667−354,367068),
o que corresponde a um adiantamento de 34,7 segundos relativamente ao ano lunar.
Verifica-se que o ano lunar islaˆmico esta´ sincronizado com o ano lunar (isto e´ doze
meses lunares) durante 2500 anos, apo´s este per´ıodo de tempo ha´ um adiantamento de
1 dia. Por enquanto, ainda na˜o foi encontrada nenhuma soluc¸a˜o para resolver este pro-
blema, o ano 1438 A. H. comec¸ou no dia 3 de outubro de 2016 no calenda´rio gregoriano.
Ao estabelecer o ano lunar islaˆmico (isto e´ doze meses lunares) ficou definido que os
meses ı´mpares teˆm 30 dias e os meses pares teˆm 29 dias, neste sentido, tambe´m ficou
definido que em anos bissextos e´ adicionado um dia ao 12° meˆs, e o meˆs tem 30 dias
em vez de 29 dias, como se pode ver no quadro 2.1 (ver [16]).
Quadro 2.1: Nu´mero de dias por meˆs no ano islaˆmico
Meˆs 1° 2° 3° 4° 5° 6° 7° 8° 9° 10° 11° 12°
N° de dias 30 29 30 29 30 29 30 29 30 29 30 29 ou 30
Resumidamente ao adicionar 11 dias num per´ıodo de 30 anos, obteˆm-se boas apro-
ximac¸o˜es para o meˆs lunar e para o ano lunar (isto e´ doze meses lunares). Deste facto,
teˆm-se dois tipos de ano, os anos ditos comuns com 354 dias e os anos ditos abundantes,
chamados anos bissextos, conteˆm 355 dias. Assim sendo, num ciclo de 30 anos teˆm-se
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19 anos com 354 dias e 11 anos com 355 dias.
A selec¸a˜o dos anos abundantes (355 dias) de entre os anos comuns (354 dias), num
ciclo de 30 anos varia segundo o crite´rio adotado para juntar um dia no 12° meˆs.
Em 30 anos, existem 11 anos bissextos, a escolha dos anos bissextos na˜o e´ comum para
os sa´bios que estudaram o calenda´rio islaˆmico. Neste sentido, existem quatro verso˜es
para escolher os anos bissextos, comec¸a-se com uma pequena apresentac¸a˜o de cada
versa˜o e em seguida apresentam-se um resumo no quadro 2.2.
Todos as versa˜o consideraram o 2°, o 5°, o 13°, o 21°e o 24° ano como anos bissextos.
Estas quatro verso˜es possuem ligeiras diferenc¸as na determinac¸a˜o dos anos bissextos.
Na primeira e na segunda versa˜o a diferenc¸a esta´ no facto que a primeira versa˜o esco-
lhe o 15° ano para ano bissexto e a segunda versa˜o escolhe o 16° ano. Ao comparar as
outras verso˜es entre eles, verifica-se que existe mais que uma diferenc¸a.
A primeira versa˜o e´ “Algoritmo kuwaiti” de Kushyar ibn Labban, do se´culo XI, e Ulugh
Beg, do se´culo XV. Este algoritmo tem como base as duas datas encontradas para o
primeiro ano He´gira. Por exemplo, quando o ano comec¸a na quinta-feira, este algoritmo
e´ usado pela microsoft para converter as datas entre o calenda´rio gregoriano (secc¸a˜o
3.3) e o calenda´rio islaˆmico.
Ja´ a segunda versa˜o, a mais conhecida e usada, e´ utilizada para determinar as datas
dos dias religiosos e dos feriados a` volta do mundo. O ano bissexto islaˆmico Abis e´
determinado pela fo´rmula (14 + 11 × Abis) mod 30 < 11. Este algoritmo e´ usado no
programa “editor Gnu Emacs”. Va´rios autores usaram esta versa˜o, entre eles desta-
cam-se Mark E. Shoulson na conversa˜o do calenda´rio Java e Tarek Maani no conversor
dos calenda´rios Hijri (islaˆmico), gregoriano e juliano (ver [9]).
A terceira versa˜o e´ de origem indiana, e faz refereˆncia ao calenda´rio de Fatimid ou
tambe´m conhecido como Misri ou Bohra.
Por u´ltimo, a quarta versa˜o e´ de Habash al-Hasib, do se´culo IX, al-Biruni, do se´culo
X/XI, e Elias de Nisibis, do se´culo XI. A terceira e a quarta verso˜es consideraram que
o 1 A. H. comec¸ou no dia 15 de julho de 622 do calenda´rio juliano (ver [10]).
No quadro 2.2 esta˜o definidos os anos que cada versa˜o escolheu para serem anos bis-
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sextos (ver [10]).
Quadro 2.2: Anos bissextos calenda´rio islaˆmico
1° versa˜o 2 5 7 10 13 15 18 21 24 26 29
2° versa˜o 2 5 7 10 13 16 18 21 24 26 29
3° versa˜o 2 5 8 10 13 16 19 21 24 27 29
4° versa˜o 2 5 8 11 13 16 19 21 24 27 30
Considerando uma versa˜o de cada vez, os anos bissextos sa˜o os anos em que o nu´mero
do ano mo´dulo 30 e´ um dos nu´meros anteriores mencionados no ciclo de 30 anos.
Exemplo 2.1. Exemplifica-se com a segunda versa˜o do quadro, quais sa˜o os anos bis-
sextos no per´ıodo de 30 anos de 1.1.1051 A. H. a 29.12.1080 A. H. (isto e´ no calenda´rio
gregoriano de 12.04.1641 a 20.05.1670).
1052 ≡ 2 mod 30 1063 ≡ 13 mod 30 1074 ≡ 24 mod 30
1055 ≡ 5 mod 30 1065 ≡ 15 mod 30 1076 ≡ 26 mod 30
1057 ≡ 7 mod 30 1068 ≡ 18 mod 30 1079 ≡ 29 mod 30.




“365 dias na˜o sa˜o suficientes para seguir os movimentos do sol”
Jean Leford (ver [16])
Neste cap´ıtulo analisa-se a relac¸a˜o que existe entre o movimento do sol e o calenda´rio
solar, tendo presente a noc¸a˜o de ciclo solar. O estudo dos calenda´rios solares inicia-se
com o calenda´rio juliano, onde num determinado momento da histo´ria este foi sucedido
pelo calenda´rio gregoriano. Revela-se de extrema importaˆncia referir que, atualmente,
o calenda´rio gregoriano e´ utilizado pela maioria dos pa´ıses, incluindo Portugal, como
calenda´rio oficial, ou enta˜o como calenda´rio para fins comerciais. Dada a importaˆncia
do calenda´rio gregoriano na sociedade, analisa-se como determinar o dia da semana de
uma estipulada data, e o dia da Pa´scoa. Contudo, em virtude da evidente relevaˆncia
dos mesmos, no presente cap´ıtulo apresenta-se outros calenda´rios com propriedades
bastante interessantes, como e´ o caso do calenda´rio solar persa, do calenda´rio Von
Ma¨dler e do calenda´rio republicano.
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3.1 Ciclo solar
O ano tro´pico ou tambe´m designado ano solar corresponde ao tempo decorrido en-
tre duas passagens aparentes consecutivas do Sol pelo ponto equinocial de marc¸o. O
tempo que o sol demora a dar uma volta completa a` Terra, que dura 365 dias, 5 horas,
48 minutos e 46 segundos, isto e´, 365,24219878 dias. O sistema de calenda´rios solar
descreve o tempo em func¸a˜o dos movimentos aparentes do sol e na˜o e´ baseado nos mo-
vimentos da lua ao contra´rio do calenda´rio lunar (abordado no cap´ıtulo 2). Os povos
que seguiram o calenda´rio lunar na˜o tinham o per´ıodo sazonal bem definido. Outros
povos perante a necessidade de se regularem pelo per´ıodo sazonal, decidiram seguir as
fases da lua, sem perder de vista o movimento do sol, este e´ o calenda´rio lunissolar
(cap´ıtulo 4). O sistema de calenda´rios solar tem como objetivo garantir que o in´ıcio
das estac¸o˜es do ano na˜o se mova ao longo dos anos, para isso e´ adicionado um dia nos
anos ditos bissextos. O calenda´rio solar e´ utilizado para as atividades agr´ıcolas que
obrigam a uma disciplina estrita anual.
Va´rios povos seguiram o sistema de calenda´rios solares, inicialmente observaram que
um ano tem 365 dias. Com o passar dos anos, eles aperceberam-se que o ano e´ mais
longo em algumas horas relativamente ao movimento do sol, isso colocou os povos em
diferentes situac¸o˜es.
Dado a complexidade do ano solar, este tem 365,24219878 dias, considera-se fulcral a
sua representac¸a˜o em frac¸a˜o continuada, esta e´


















Para compreender a inserc¸a˜o de dias no ano solar, simplificou-se a frac¸a˜o continuada
pelos primeiros termos va´rias vezes, obtendo-se os convergentes seguintes
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Cada aproximac¸a˜o encontrada anteriormente permite a construc¸a˜o do chamado ciclo.
Tem-se a estrutura 365 + x
z
, onde x representa os dias a inserir num ciclo de z anos.
Estes convergentes sa˜o encontrados na ana´lise dos diferentes calenda´rios.
O calenda´rio juliano e gregoriano sa˜o de extrema importaˆncia na histo´ria dos ca-
lenda´rios, dado que va´rias vezes e´ feita a comparac¸a˜o a estes quando se apresenta
datas noutros calenda´rios. O calenda´rio juliano foi utilizado ate´ 1582, passando a ser o
calenda´rio gregoriano a partir de 1582, dado que existia uma diferenc¸a entre o dia con-
siderado para o equino´cio da Primavera e o dia que o ano solar indicava para equino´cio
da Primavera. Mesmo na˜o sendo um calenda´rio simples, o calenda´rio gregoriano e´
utilizado atualmente pela maioria dos pa´ıses como calenda´rio oficial, ou enta˜o como
calenda´rio para fins comerciais.
Apo´s o estudo do calenda´rio juliano e do calenda´rio gregoriano, analisam-se o calenda´rio
solar persa, o calenda´rio Von Ma¨dler e o calenda´rio republicano. Salienta-se que o
calenda´rio solar persa ainda e´ utilizado em algumas sociedades, o calenda´rio Von Ma¨dler
nunca chegou a ser aplicado, e finalmente, o calenda´rio republicano foi abolido dada a
sua complexidade e incoereˆncia relativamente ao que os povos tinham utilizado ate´ ao
momento (ver [7, 16]).
3.2 Calenda´rio juliano
No dia 1 de janeiro de 708 da era Romana, no ano 45 a.C., entra em vigor um novo
calenda´rio concebido sob a protec¸a˜o de Ju´lio Ce´sar. Repare-se que, este nasceu por
volta do ano 100 a.C.. Aos 19 anos, quando procurava ex´ılio, comec¸ou a sua brilhante
carreira militar. Antes dos 40 anos, Ju´lio Ce´sar foi eleito Sumo Pont´ıfice, onde uma
das principais func¸o˜es foi a de regular o calenda´rio.
Os Romanos tinham um calenda´rio lunar (Cap´ıtulo 2) mas com o desejo de seguirem os
movimentos do sol, no in´ıcio eles decidiram adicionar 22 ou 23 dias todos os dois anos,
ate´ que passou a ter uma durac¸a˜o varia´vel fixada pelo Sumo Pont´ıfice. Este calenda´rio
era o calenda´rio Pompiliano, com mais de 600 anos, e sabe-se que o mesmo se atrasava
2 horas por cada ano, isso significa um atraso de 50 dias. Quando Ju´lio Ce´sar assumiu
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o cargo de Sumo Pont´ıfice, ele foi encarregue de juntar esses dias.
Em 46 a.C., Ju´lio Ce´sar, seguindo os conselhos do astro´nomo eg´ıpcio Sos´ıgenes de Ale-
xandria, juntou 90 dias em vez de 27 dias. O ano 46 a.C. foi um ano muito longo com
445 dias repartidos por 15 meses, sendo por isso chamado “ano da confusa˜o”. Em 45
a.C., no dia 1 de janeiro, teve in´ıcio o calenda´rio juliano, nome atribu´ıdo em homena-
gem a Ju´lio Ce´sar. Ju´lio Ce´sar declara, ainda sobe os conselhos de Sos´ıgenes, que o
ano seria unicamente regulado com o movimento do sol (ver [17]).
Este calenda´rio baseia-se no convergente 365 + 1
4
, tem-se um ano de 365 dias e junta-se
um dia em cada ciclo de 4 anos. Um ciclo de 4 anos, onde cada ano tem 12 meses,
apresenta um total de 1461 dias. O calenda´rio juliano tem um atraso de 0,007801 dias,
isto e´, 11 minutos e 14 segundos por ano, dado que o ano solar tem 365,24219878 dias,
(365,25−365,24219878). Em 128 anos, o atraso e´ de 1 dia. Repare-se que um se´culo, no
calenda´rio juliano, tem 25 anos bissextos e 75 anos normais. Assim, com uma durac¸a˜o
de pouco mais de 1600 anos, o calenda´rio juliano teve um atraso de mais de 12 dias.
Em 44 a.C., Ju´lio Ce´sar foi assassinado, o Sumo Pont´ıfice encarregue de intercalar um
ano bissexto a cada 4 anos, aplicou mal a regra, e inseriu um dia todos os 3 anos. Ora
em 36 anos foram adicionados 12 dias, (36 : 3), em vez de 9 dias, (36 : 4). No reinado de
Augusto (Caio Ota´vio), o filho adotivo e herdeiro de Ju´lio Ce´sar, observou-se este erro,
Augusto declarou que durante 12 anos na˜o haveria nenhum ano bissexto e a reforma
Juliana retomou o acerto. Para recompensar Augusto deste servic¸o o senador romano
decidiu, em 746 era Romana, dedicar-lhe um meˆs, dando o seu nome a um meˆs, o meˆs
de agosto. Ja´ em 716 era Romana, o coˆnsul Anto´nio tinha dedicado a Ju´lio Ce´sar um
meˆs, o meˆs de julho, uma segunda homenagem a Ju´lio Ce´sar por ter introduzido este
novo calenda´rio.
Em 325 d.C, isto e´, 370 anos apo´s o in´ıcio do calenda´rio juliano foi observado um
desacordo entre o ano deste calenda´rio e o ano solar, dado que se comec¸ou a ver o
deslocamento do equino´cio da Primavera, antes do dia 25 de marc¸o e apo´s todos estes
anos era vis´ıvel no dia 21 de marc¸o. Para remediar a situac¸a˜o, o dia 21 de marc¸o foi
decretado pela igreja cato´lica como o primeiro dia da Primavera (ver [7, 9, 16]).
No entanto, esta mudanc¸a na˜o resolveu o problema do atraso, e no in´ıcio do se´culo
XVI, o ano solar e o calenda´rio juliano tinham uma diferenc¸a de 10 dias. Dadas as
circunstaˆncias e para resolver esse problema, foi introduzido o calenda´rio gregoriano.
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O calenda´rio gregoriano e´ o tema da secc¸a˜o 3.3.
Cada ciclo de 4 anos tem treˆs anos normais de 365 dias e um ano bissexto de 366 dias.
O dia suplementar foi colocado no fim do meˆs de fevereiro. Os meses foram distribu´ıdos
de maneira diferente, isto e´, 4 meses de 30 dias, 7 meses de 31 dias e 1 meˆs de 28 dias.
No ano bissexto o meˆs de 28 dias tem 29 dias. A repartic¸a˜o obtida na˜o foi das mais










Em 1582, o papa Grego´rio XIII reformulou o calenda´rio de maneira a reduzir a dife-
renc¸a de 10 dias que existia entre o ano solar e o calenda´rio juliano. O papa Grego´rio,
foi eleito em 1572, e foi o mesmo que impoˆs a reforma do calenda´rio juliano (ver [17]).
Como aconteceu nas outras reformas, o essencial dos ca´lculos era feito pela comissa˜o
de sa´bios entre eles o sa´bio Clavius, astro´nomo e matema´tico alema˜o.
Tendo por base os convergentes encontrados para o ano solar, escolhe-se aquele que
tem o denominador mais pro´ximo de 100. Considera-se o convergente 365+ 8
33
, um ano
tem 365 dias, e num ciclo de 33 anos adiciona-se 8 dias, sendo assim, existem 8 anos
bissextos e 25 anos normais. O ano corresponde a






Neste caso, o ano gregoriano esta atrasado 19 segundos relativamente ao ano solar.
A reforma gregoriana na˜o ficou por aqui, a partir do convergente 365 + 8
33
, analisa-se
o que se passa quando o denominador se aproxima de 100, um se´culo. Neste sentido,
o ciclo de 33 anos foi transformado num ciclo de 99 anos, para isso multiplicou-se o
numerador e o denominador por 3, e obteve-se assim 365 + 24
99
. Neste caso, existem 24
anos bissextos em 99 anos. Verifica-se que o calenda´rio gregoriano esta´ adiantado um
dia relativamente ao calenda´rio juliano. Num se´culo, neste calenda´rio existem 24 anos
bissextos, e no calenda´rio juliano tem-se 25 anos bissextos (ver [16]).
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Para uma melhor aproximac¸a˜o do ano solar, calcula-se o nu´mero de anos bissextos em
4 se´culos, isto e´, em 400 anos. Neste per´ıodo de tempo, tendo como base um ciclo de
99 anos, teˆm-se 4 ciclos de 99 anos e um ciclo de 4 anos, 400 = 99 × 4 + 4. Pelo que
foi analisado anteriormente em 4 ciclos de 99 anos tem-se 4× 24 = 96 anos bissextos e
em 4 anos existe 1 ano bissexto (4 : 4 = 1). Tem-se um total de 97 anos bissextos (ver
[16]).






O ano gregoriano tem um atraso de 3,0122 × 10−4, (365,2425 − 365,24219878), este
atraso corresponde a 26 segundos, por ano.
Atualmente, o calenda´rio gregoriano tem um atraso de 3 horas relativamente ao ano
solar, (3,0122× 10−4)× (2016− 1582) = 0,13072948 dias.
Em 4700, o atraso sera´ de 1 dia, o calenda´rio gregoriano tera´ um dia a mais relativa-
mente ao ano solar. Existem algumas propostas para remediar este caso, no entanto,
ate´ a data, na˜o existe nenhuma proposta criada que seja va´lida ou aceite pela comuni-
dade cientifica.
No calenda´rio gregoriano como ja´ acontecia no calenda´rio juliano, os anos comuns teˆm
365 dias e dos anos bissextos teˆm 366 dias. Como acontecia no calenda´rio juliano, o
ano e´ bissexto quando e´ um ano divis´ıvel por 4. A excec¸a˜o no calenda´rio gregoriano e´
que se o ano for divis´ıvel por 100 e na˜o for por 400 este na˜o e´ bissexto. Como se pode
constatar, o ano 1700, na˜o e´ bissexto, pois sendo um ano divis´ıvel por 100, na˜o e´ um
ano divis´ıvel por 400. No entanto, o ano 2000 foi um ano bissexto, ja´ que apesar de
ser um ano divis´ıvel por 100, tambe´m e´ divis´ıvel por 400.
O ano gregoriano e´ dado por












Atualmente, a calenda´rio gregoriano e´ utilizado em quase todo o planeta Terra, este
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calenda´rio e´ uma versa˜o ligeiramente modificada do calenda´rio juliano. Salienta-se que
diferentes pa´ıses aderiram ao presente calenda´rio em momentos distintos na histo´ria da
humanidade. Deste modo, o per´ıodo compreendido entre os se´culos XVI a XX, deve
ser analisado com muita prudeˆncia e cautela. Esta prudeˆncia deve ser tida em conta
em dois aspectos, sendo estes: i) situar o tipo de calenda´rio ; ii) o pa´ıs.
Para salientar a prudeˆncia que deve ser tida neste tipo de ana´lise, repare-se nos seguin-
tes casos : Cervantes – escritor espanhol ; e Shakespeare – dramaturgo, poeta e ator
ingleˆs. Considere-se, assim, a seguinte questa˜o: Qual deles morreu primeiro?, sabendo
que ambos morreram no dia 23 de abril de 1616. 1 (ver [15]).
Ora antes de se responder a uma questa˜o deste ge´nero e´ preciso identificar o calenda´rio
que o pa´ıs utilizava na altura. Portugal, Espanha, Franc¸a e suas colo´nias, Ita´lia, Pa´ıses
Baixos cato´licos, Sabo´ia e Luxemburgo aderiram ao calenda´rio gregoriano em 1582. No
entanto, a Gra˜-Bretanha e suas colo´nias so´ aderiram em 1752.
A resposta a` questa˜o colocada anteriormente e´ que Cervantes morreu 10 dias antes de
Shakespeare.
3.3.1 O dia da semana
Considera-se interessante saber em que dia da semana um determinado evento aconte-
ceu. Ja´ que se pode querer determinar o dia da semana do nascimento, ou ate´ mesmo
o dia da semana de um evento muito importante, como e´ o caso do dia 25 de abril de
1974. Para determinar o dia da semana podem ser utilizados diferentes me´todos. Na
presente dissertac¸a˜o utilizam-se dois me´todos, nomeadamente o calenda´rio perpe´tuo, e
a fo´rmula de Zeller.
O calenda´rio perpe´tuo consiste em memorizar dois quadros, um que corresponde ao meˆs
e outro que corresponde a uma transformac¸a˜o do “se´culo”, os dois primeiros algarismos
do ano, para se calcular o dia da semana mentalmente. Na fo´rmula de Zeller calcula-se
uma expressa˜o e procura-se o resto da divisa˜o dessa expressa˜o por 7.
1Apesar de se ter acreditado durante anos que Cervantes e Shakespeare morreram no mesmo dia,
sabe-se que na realidade isso na˜o aconteceu. Na verdade, Cervantes morreu no dia 22 de abril de 1616.
No ano 1995, o dia 23 de abril passou a ser o Dia Internacional do Livro.
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O calenda´rio perpe´tuo
O objetivo do calenda´rio perpe´tuo e´ o de converter uma data (dia, meˆs, ano) num
algarismo para poder determinar o dia da semana. Para isso e´ necessa´rio conhecer os
algarismos do dia (D), do meˆs (M), do ano (A) e do “se´culo”(S). Para a determinac¸a˜o
desses algarismos, deve seguir-se os quatro passos citados em seguida.
1. Determinar o algarismo D?
Calcular o resto da divisa˜o do dia do meˆs por 7. O resto e´ o algarismo D.
2. Determinar o algarismo M?
Este processo exige a consulta do quadro 3.1.
Quadro 3.1: Algarismo correspondente ao meˆs
Meses jan fev mar abr maio jun jul ago set out nov dez
Ano comum 0 3 3 6 1 4 6 2 5 0 3 5
Ano bissexto 6 2
O nu´mero associado ao meˆs e´ o algarismo M.
3. Determinar o algarismo A?
Primeiro passo: Escolher os dois u´ltimos algarismos do ano, e calcular o resto da
divisa˜o desse valor por 28. Guarda-se o nu´mero encontrado. (Um ciclo repete-se
de maneira ideˆntica todos os 28 anos.)
Segundo passo: Calcular o nu´mero de anos bissextos existentes no resultado ob-
tido no primeiro passo. Guarda-se esse nu´mero.
Terceiro passo: Adicionar os resultados obtidos no primeiro e no segundo passo.
Determinar o resto da divisa˜o por 7.
O resultado e´ o algarismo A.
4. Determinar o algarismo S?
Atenc¸a˜o! Escolher o calenda´rio juliano ou o calenda´rio gregoriano.
Sabendo que o u´ltimo dia do calenda´rio juliano foi no dia 5 de outubro de 1582 e
o primeiro dia do calenda´rio gregoriano foi no dia 15 de outubro de 1582. Na˜o e´
portanto poss´ıvel determinar o dia da semana entre o 6 e o 14 de outubro de 1582.
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No calenda´rio juliano para datas antes do dia 5 de outubro 1582, escolhe-se o
nu´mero de “se´culos”(os dois primeiros algarismos do ano), e calcula-se o resto da
divisa˜o por 7.
O resultado obtido e´ convertido atrave´s do quadro 3.2.
Quadro 3.2: Converter resultado obtido no calenda´rio juliano
0 transforma-se em 4 4 transforma-se em 0
1 transforma-se em 3 3 transforma-se em 1
2 transforma-se em 2
5 transforma-se em 6 6 transforma-se em 5
No calenda´rio gregoriano para datas a partir de 15 de outubro de 1582, escolhe-se
o nu´mero de “se´culos”(os dois primeiros algarismos do ano), e calcula-se o resto
da divisa˜o por 4.
O resultado obtido e´ convertido atrave´s do quadro 3.3.
Quadro 3.3: Converter resultado obtido no calenda´rio gregoriano
0 transforma-se em 6
1 transforma-se em 4
2 transforma-se em 2
3 transforma-se em 0
O valor encontrado e´ o o algarismo S.
5. Determinar o dia da semana?
Adiciona-se os algarismos obtidos, o total e´ D + M + A + S.
Determina-se o resto da divisa˜o dessa adic¸a˜o por 7.
Consultar o quadro 3.4, pois o algarismo obtido corresponde a um dia da semana.
Quadro 3.4: Dia da semana – Calenda´rio Perpe´tuo
Domingo segunda-feira terc¸a-feira quarta-feira quinta-feira sexta-feira sa´bado
0 1 2 3 4 5 6
Atrave´s dos passos enunciados anteriormente, obte´m-se o dia da semana da data dese-
jada (ver [8]).
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O exemplo seguinte calcula o dia da semana com este me´todo.
Exemplo 3.1. Em que dia da semana se deu a revoluc¸a˜o do 25 de abril de 1974?
• Determinar o algarismo D?
Tem-se que 25 ≡ 4 mod 7. O algarismo D e´ 4.
• Determinar o algarismo M?
Ao consultar o quadro 3.1 o algarismo M e´ 6.
• Determinar o algarismo A?
Primeiro passo: Tem-se 74 ≡ 18 mod 28.
Segundo passo: Em 18 anos, existem 4 anos bissextos, (18
4
= 4, 5).
Terceiro passo: Tem-se 18 + 4 = 22 e 22 ≡ 1 mod 7.
O algarismo A e´ 1.
• Determinar o algarismo S?
Em 1974, o calenda´rio gregoriano ja´ era aplicado.
Tem-se 19 ≡ 3 mod 4.
O resultado obtido e´ convertido atrave´s do quadro 3.3, deste modo o 3 corres-
ponde ao 0.
O algarismo S e´ 0.
• Determinar o dia da semana?
Adiciona-se os algarismos obtidos, o total e´ 4 + 6 + 1 + 0 = 11.
Tem-se 11 ≡ 4 mod 7.
Ao consultar quadro 3.4, o algarismo 4 corresponde a uma quinta-feira.
Conclui-se que o dia 25 de abril de 1974 foi a uma quinta-feira.
A fo´rmula de Zeller
A fo´rmula de Zeller, baseada no calenda´rio gregoriano, determina o dia da semana de
uma determinada data.
Para completar a fo´rmula de Zeller e´ necessa´rio ter o d, o m, o a e o s. O d e´ o dia
do meˆs. O m e´ a posic¸a˜o do meˆs, dado que o meˆs de fevereiro e´ insta´vel com 28 ou
29 dias, a contagem e´ feita com in´ıcio em marc¸o, sendo este o nu´mero 3, e terminando
assim em fevereiro com o nu´mero 14. O a corresponde aos dois u´ltimos algarismos do
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ano. E finalmente, o s ao “se´culo”2, os dois primeiros algarismos do ano.
Para determinar o dia da semana calcula-se o resto da divisa˜o por 7, onde b...c designa
a parte inteira do nu´mero (ver [9]).



















Calcula-se a expressa˜o entre pareˆnteses e de seguida calcula-se o resto da divisa˜o do
valor encontrado por 7. Este resto corresponde a um dia da semana, os dias da semana
sa˜o identificados pelos nu´meros de 0 a 6, dado que a semana tem 7 dias, consulta-se o
quadro 3.5 para saber o dia da semana.
Quadro 3.5: Dia da semana – Fo´rmula de Zeller
Domingo segunda-feira terc¸a-feira quarta-feira quinta-feira sexta-feira sa´bado
1 2 3 4 5 6 0
A fo´rmula de Zeller utiliza diferentes noc¸o˜es, os pontos seguintes explicam cada um
dos termos desta fo´rmula e a contribuic¸a˜o dos mesmo para encontrar o dia da semana.
Sabe-se que o mo´dulo da soma e´ igual a` soma dos mo´dulos,
a ≡ c mod m e b ≡ d mod m enta˜o a+ b ≡ c+ d mod m
portanto esta ana´lise pode ser feita individualmente.
Tem-se as seguintes situac¸o˜es:
• Se o dia do meˆs aumentar uma unidade, o dia da semana tambe´m aumenta uma
unidade. Portanto tem-se d na fo´rmula.
• Um ano comum tem 365 dias, como 365 ≡ 1 mod 7, se o ano aumentar uma
unidade, o dia da semana tambe´m aumenta uma unidade. Portanto, tem-se a na
fo´rmula.
• Os anos bissextos teˆm 366 dias, onde 366 ≡ 2 mod 7. Estes teˆm um dia a mais




2Lembre-se que, por exemplo 1930 esta´ no se´culo XX. O se´culo XX comec¸ou no dia 1 de janeiro
de 1901 e terminou no dia 31 de dezembro de 2000.
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• Em 100 anos, existem 76 anos comuns e 24 anos bissextos. Portanto, em 100
anos o dia da semana ira´ aumentar 76× 1 + 24× 2 = 124 dias.
Como 124 ≡ −2 mod 7, na fo´rmula tem-se−2s, porque quando o se´culo aumenta
uma unidade, o dia da semana diminui duas unidades.




• Para compreender a influeˆncia dos meses, construiu-se o quadro 3.6. Na identi-
ficac¸a˜o dos meses por nu´meros, comec¸a-se no meˆs de marc¸o, sendo este o nu´mero
3 e termina-se no meˆs de fevereiro. Como o meˆs de fevereiro e´ insta´vel, com 28
ou 29 dias, coloca-se no fim.
Quadro 3.6: Ana´lise dos meses
Meses mar abr maio jun jul ago set out nov dez jan fev
m 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
dias (d) 31 30 31 30 31 31 30 31 30 31 31 28




10 13 15 18 20 23 26 28 31 33 36 39
d a mais 0 3 5 8 10 13 16 18 21 23 26 29
No quadro 3.6, calcular-se o nu´mero de dias mo´dulo 7, para determinar quantos
dias na˜o formam uma semana completa. Por exemplo, o meˆs de marc¸o tem 31
dias, uma semana completa tem 7 dias, enta˜o o meˆs de marc¸o tem 31 = 7×4+3,
isto e´, existem 3 dias a mais neste meˆs que sa˜o adicionados ao meˆs seguinte para
completar uma semana. Assim, a` excec¸a˜o do meˆs de fevereiro, todos os outros





, isto e´, adiciona-
-se 1 ao meˆs, multiplica-se por 26
10
e conserva-se a parte inteira do resultado, o meˆs
de marc¸o corresponde ao 10, o meˆs de abril ao 13, etc. Assim, comec¸ando no dia
1 de marc¸o, o meˆs de abril tem 3 dias da semana a mais, da´ı o facto de se obter
13. Abril tem 2 dias da semana a mais, o meˆs de maio tem mais 5 dias que o
meˆs de marc¸o, isto e´, ele tem 15 dias. Continuado o mesmo racioc´ınio verifica-se
que o meˆs de fevereiro tem 29 dias a mais que o meˆs de marc¸o.
Deste modo, mostra-se a influeˆncia de cada termo da fo´rmula de Zeller para encontrar
o dia de uma determinada data.
O exemplo seguinte aplica a fo´rmula de Zeller.
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Exemplo 3.2. A Implantac¸a˜o da Repu´blica foi no dia 5 de outubro de 1910, calcula-se
o dia da semana correspondente.



















(5 + 28 + 10 + 2 + 4− 38) mod 7
11 mod 7
4 mod 7 .
A Implantac¸a˜o da Repu´blica foi numa quarta-feira.
3.3.2 O dia da Pa´scoa
Neste ponto, explica-se o algoritmo de Gauss que permite calcular o dia da Pa´scoa no
calenda´rio gregoriano, isto e´, a partir de 15 de outubro de 1582. Em agosto de 1800,
Gauss publicou um algoritmo para determinar o dia da Pa´scoa para qualquer ano dado.
Esta fo´rmula chama-se Osterformel (“A fo´rmula da Pa´scoa”) (ver [3, 28]).
O dia da Pa´scoa e´ o primeiro domingo apo´s a primeira lua cheia depois do equino´cio
da Primavera (21 de marc¸o). Neste sentido a Pa´scoa e´ um evento relacionado com os
ciclos lunar e solar. O sistema de calenda´rios lunissolares (cap´ıtulo 4) tambe´m relaci-
ona estes dois ciclos.
Seja A um ano escolhido para a determinac¸a˜o do dia da Pa´scoa. Cinco etapas devem
ser seguidas, e em cada etapa encontra-se um valor a conservar.
Algoritmo de Gauss
1. a = A mod 19
2. b = A mod 4
3. c = A mod 7
4. d = (19a+M) mod 30 onde M e´ dado por 3
M =
{
23 se 1700 ≤ A ≤ 1899
24 se 1900 ≤ A ≤ 2199.
3Entre 1700 e 2199. Para outros anos, utiliza-se a fo´rmula de M , apresentada em seguida.
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Se d = 29 enta˜o substitui-se d por d− 1.
Se d = 28 e a > 10 enta˜o substitui-se d por d− 1.
5. e = (2b+ 4c+ 6d+N) mod 7 onde N e´ dado por 4
N =

3 se 1700 ≤ A ≤ 1799
4 se 1800 ≤ A ≤ 1899
5 se 1900 ≤ A ≤ 2099
6 se 2100 ≤ A ≤ 2199.
A Pa´scoa e´ no dia 22 + d+ e de marc¸o ou no dia d+ e− 9 de abril (ver [3]).
Para compreender o algoritmo de Gauss, en seguida explica-se cada uma das etapas
(ver [3, 28]).
• O valor de a esta´ relacionado com o desvio que o ano tem relativamente a` lua.
Sabe-se que 235 meses lunares correspondem praticamente a 19 anos solares, ciclo
meto´nico (subsecc¸a˜o 4.2.5). As fases da lua repetem-se no “mesmo” dia a cada
19 anos solares. Assim, calcula-se o ano mo´dulo 19.
• O b conta os anos bissextos, dado que um ano bissexto tem mais dois dias da
semana, 366 mod 4 = 2 mod 4.
• O valor de c representa o dia da semana, sabe-se que um ano tem 365 mod 7 = 1
mod 7, isto e´, o dia da semana de um ano ao outro desloca-se uma unidade, por
exemplo se o dia 1 de janeiro e´ a uma segunda-feira, no ano seguinte sera´ a uma
terc¸a-feira.
• O quarto e o u´ltimo valores a determinar, d e e, recorrem a dois valores M e N .

















. O P considera os primeiros dois algarismos do ano, estando estes dois alga-
rismos relacionados com a determinac¸a˜o do se´culo 5.
4Entre 1700 e 2199. Para outros anos, utiliza-se a fo´rmula de N , apresentada em seguida.
5Observa-se que P na˜o se refere ao se´culo, por exemplo, no ano 1930 tem-se P = 19 mas o ano
1930 esta´ no se´culo XX.
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, este u´ltimo valor permite o ajusta-
mento.
O R tem a ver com a mudanc¸a no ciclo meto´nico, isto corresponde a 8 dias
em 25 se´culos.
. O M permite regularizar o facto de 235 meses lunares na˜o serem exatamente
igual a 19 anos solares. Isto porque existe uma diferenc¸a de um dia em 310
anos, isto e´ 8 dias em 25 se´culos. Assim, tem-se
M = (15 +Q−R) mod 30 .
. O N esta´ relacionado com a diferenc¸a de anos bissextos que existe entre o
calenda´rio juliano e o calenda´rio gregoriano, como analisado na secc¸a˜o 3.3,
se o ano e´ divis´ıvel por 100 e na˜o e´ por 400, enta˜o na˜o e´ um ano bissexto.
Assim, tem-se
N = (4 +Q) mod 7 .
Como os resultados de M e N sa˜o os mesmos durante muitos anos, no
algoritmo apresenta-se os valores calculados entre 1700 e 2199.
Neste sentido, o valor de d usa o ciclo meto´nico atrave´s do valor a, a mudanc¸a a
longo termo, M , assim como o comprimento do meˆs lunar.
O d e´ 19a+M mod 30.
O valor de e permite encontrar o valor correto para trazer o primeiro domingo
apo´s o dia 22 de marc¸o.
Assim, e e´ 2b+ 4c+ 6d+N mod 7.
Apresenta-se, em seguida, alguns exemplos com a aplicac¸a˜o do Algoritmo de Gauss.
Exemplo 3.3. Calcular o dia da Pa´scoa em 2017?
• a = 2017 mod 19 = 3
• b = 2017 mod 4 = 1
• c = 2017 mod 7 = 1
• d = (19× 3 + 24) mod 30 = 21
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• e = (2× 1 + 4× 1 + 6× 21 + 5) mod 7 = 4
Observa-se que 22 + 21 + 4 = 47 de marc¸o e´ imposs´ıvel.
Enta˜o tem-se que 21 + 4− 9 = 16 de abril .
A Pa´scoa e´ no dia 16 de abril de 2017.
Exemplo 3.4. Calcular o dia da Pa´scoa em 1981?
• a = 1981 mod 19 = 5
• b = 1981 mod 4 = 1
• c = 1981 mod 7 = 0
• d = (19× 5 + 24) mod 30 = 29
Como d = 29, este e´ substitu´ıdo por 28.
• e = (2× 1 + 4× 0 + 6× 28 + 5) mod 7 = 0
Observa-se que 22 + 28 + 0 = 50 de marc¸o e´ imposs´ıvel.
Enta˜o tem-se que 28 + 0− 9 = 19 de abril.
A Pa´scoa e´ no dia 19 de abril de 1981.
Exemplo 3.5. Calcular o dia da Pa´scoa em 1954?
• a = 1954 mod 19 = 16
• b = 1954 mod 4 = 2
• c = 1954 mod 7 = 1
• d = (19× 16 + 24) mod 30 = 28
Como d = 28 e a = 16 > 10, este e´ substitu´ıdo por 27.
• e = (2× 2 + 4× 1 + 6× 27 + 5) mod 7 = 0
Observa-se que 22 + 27 + 0 = 49 de marc¸o e´ imposs´ıvel.
Enta˜o tem-se que 27 + 0− 9 = 18 de abril.
A Pa´scoa e´ no dia 18 de abril de 1954.
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3.4 Calenda´rio solar persa
O calenda´rio solar persa teve o mesmo in´ıcio que o calenda´rio islaˆmico. O primeiro
ano, 1 A.P. (ano persa) comec¸ou no equino´cio da Primavera no ano 622 do calenda´rio
juliano, quando Maome´ saiu de Meca para se refugiar em Medina. Apesar de terem o
mesmo in´ıcio, os dois calenda´rios na˜o esta˜o relacionados. No se´culo XI, um grupo de
astro´nomos criou o calenda´rio solar persa, no entanto, foram feitas va´rias alterac¸o˜es.
No Ira˜o, o calenda´rio persa e´ utilizado desde 1925 e no Afeganista˜o desde 1957.
O calenda´rio solar persa tem 12 meses que correspondem a 365 dias nos anos normais
e a 366 dias nos anos bissextos. Neste calenda´rio os meses podem ter 29, 30 ou 31 dias.
Existem seis meses seguidos de 31 dias, depois cinco meses seguidos de 30 dias e por
u´ltimo um meˆs de 29 dias (ano normal) ou 30 dias (ano bissexto).
Este calenda´rio e´ baseado num per´ıodo de 2820 anos (ver [24]). No ano 475 A.P. (em
1097 do calenda´rio juliano) comec¸ou o per´ıodo de 2820 anos. Neste per´ıodo existem
88 ciclos, onde 22 dos 88 ciclos teˆm 29 anos, 65 dos 88 ciclos teˆm 33 anos e 1 dos 88
ciclos tem 37 anos. Isto e´,
22× 29 + 65× 33 + 1× 37 = 2820 .
A tipologia e´ a seguinte
29, 33, 33, 33, 29, 33, 33, 33, 29, ..., 33, 33, 37 .
Os anos bissextos, como no calenda´rio juliano, sa˜o de 4 em 4 anos. Tendo como base
os convergentes encontrados para o ano solar, tem-se que em 29 anos existem 7 anos
bissextos, isto e´, o convergente 365+ 7
29
. Em 33 anos existem 8 anos bissextos, observa-
-se o convergente 365 + 8
33
e em 37 anos existem 9 anos bissextos. Existe um total de





O ano solar persa tem um atraso de 1,22× 10−6, (365,2422− 365,24219878), o atraso
corresponde a 0,1 segundos. O ano no calenda´rio persa e´ muito mais pro´ximo do ano
solar que o ano no calenda´rio gregoriano (ver [24, 9]).
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3.5 Calenda´rio Von Ma¨dler
Johann Heinrich Von Ma¨dler era um astro´nomo e matema´tico alema˜o. Von Ma¨dler,
apesar de na˜o ser muito conhecido, realizou ca´lculos importantes para encontrar o
verdadeiro valor do ano solar. Ate´ a sua descoberta esta precisa˜o nunca tinha sido
alcanc¸ada.
Na altura em que a Ru´ssia ainda usava o calenda´rio juliano, Von Ma¨dler propoˆs um
convergente como reforma para que o calenda´rio juliano se aproximasse do ano solar,
mas na˜o foi aceite. A sua ideia era de, como aconteceu no calenda´rio gregoriano, su-
primir 10 dias, mas com a nova regra de 128 anos (ver [18]).
Von Ma¨dler utilizou o convergente 365 + 31
128
, isto e´, o ano tem 365 dias e num ciclo de
128 anos sa˜o adicionados 31 dias. No calenda´rio juliano em 128 anos sa˜o adicionados
32 dias. No calenda´rio gregoriano, podem ser adicionados 32 ou 31 dias, dependendo
se se passa por um ano que e´ mu´ltiplo de 400 ou na˜o (note-se que passa-se sempre por
um ano que e´ mu´ltiplo de 100). No caso do calenda´rio proposto por Van Ma¨dler, o ano
tem 365,2421875 dias, isto e´, 365 dias 5 horas 48 min 45 segundos. Um adiantamento
de 1,128 × 10−5 dias, (365,2421875 − 365,24219878) que corresponde a 1 segundo. O
erro de um segundo por ano, provoca um adiantamento de um dia em 100’000 anos.
3.6 Calenda´rio republicano
Em 1792, a Convenc¸a˜o Nacional Francesa, com o desejo intuito de cortar completa-
mente a ligac¸a˜o da igreja e do estado, construiu o calenda´rio republicano. O calenda´rio
republicano foi criado pela comissa˜o de direc¸a˜o da pol´ıtica de Charles-Gilbert Romme
apoiado por Claude Joseph Ferry e Charles-Franc¸ois Dupuis. Estes tiveram o apoio
de um qu´ımico, um matema´tico, diversos astro´nomos e um poeta. O calenda´rio re-
publicano foi apresentado a` Convenc¸a˜o Nacional no dia 23 de setembro 1793, sendo o
mesmo adotado cerca de um meˆs depois, no dia 24 de outubro de 1793. Este calenda´rio
foi utilizado do dia 22 de setembro de 1792 a 31 de dezembro de 1805.
O tipo de formato utilizado para escrever os anos foi numerac¸a˜o romana, e o ano na˜o
comec¸ava no dia 1 de janeiro mas no equino´cio de outono, no dia 22 de setembro. Os
meses mudaram de nome, sendo o nome destes associado a`s preocupac¸o˜es das ativida-
des agr´ıcolas da Franc¸a na referida e´poca. Todos esses nomes foram imaginados por
Fabre d’Eglantine (1750-1794), o poeta.
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O ano tinha 365 ou 366 dias. Um ano era composto de 12 meses, e cada meˆs tinha
30 dias, os 5 dias que faltam eram adicionados no final do ano. Como o calenda´rio
republicano e´ um calenda´rio solar, a cada 4 anos adicionava-se mais um dia. Assim os
anos bissextos, 366 dias, foram os anos III, VIII e XI. Os dias extra (5 ou 6) eram dias
de festa.
Cada meˆs era dividido em 3 de´cadas, isto e´, as semanas de 7 dias desapareceram para
serem substitu´ıdas por grupos de 10 dias, as de´cadas. As horas e os minutos tambe´m
utilizavam o sistema decimal, assim um dia tinha 10 “horas decimais”, cada hora tinha
100 “minutos decimais”, cada um dividido em 100 “segundos decimais”. No entanto,
esta maneira de medir o tempo desapareceu rapidamente pois, existiram muitas difi-
culdade para criar relo´gios que pudessem medir este tipo de tempo. O desaparecimento
deste sistema foi no dia 7 de abril 1795, data do calenda´rio gregoriano.
Um dia solar me´dio tem 86′400 segundos e o dia no calenda´rio republicano tem 100′000
“segundos decimais”, assim 1 “segundo decimal” republicano demora 0,864 segundos.
Portanto uma “hora decimal” republicana demora 8’640 segundos, como um segundo
tem 60 minutos, uma “hora decimal” tem 8
′640
60
= 144 minutos. Este sistema faz lem-
brar uma unidade de medida de aˆngulos, o grado, onde 100 grados corresponde a 90
graus.
A Franc¸a pretendia que este calenda´rio se transformasse num calenda´rio universal,
pore´m o mesmo baseava-se nos acontecimentos nacionais. Isto representou o primeiro
entrave na tentativa de universalidade. Para ale´m do presente problema, acrescenta-se
ainda outros obsta´culos, sendo de destacar o dia de repouso, este era so´ ao de´cimo
dia. O mais complicado de todos os obsta´culos, esteve ligado ao facto de o calenda´rio
gregoriano ja´ ser considerado um calenda´rio universal. Dadas tais circunstaˆncias, e
considerando que o povo franceˆs ja´ estava muito habituado ao calenda´rio gregoriano e
na˜o desejava adaptar-se a outro, em 1805, Napolea˜o I anulou o calenda´rio republicano.
Dados os factos mencionados anteriormente, conclui-se que o calenda´rio republicano






“Seguir a lua sem perder o sol”
Jean Leford (ver [16])
Neste cap´ıtulo descreve-se a ligac¸a˜o entre dois feno´menos naturais, o meˆs lunar e o ano
solar, que possibilitaram a construc¸a˜o e desenvolvimento dos calenda´rios lunissolares
A influeˆncia da localizac¸a˜o geogra´fica, histo´rica, e de determinados aspetos religiosos
foram algumas das carater´ısticas que levaram ao aparecimento de um elevado nu´mero
de ciclos associados a este sistema de calenda´rios. Como se pode ver no decorrer do
presente cap´ıtulo, cada um destes ciclos tem associado diferentes erros, que permitem
diferentes afastamentos ao ano lunar e solar. De evidenciar que ao longo da histo´ria
foram criados e desenvolvidos diversos calenda´rios baseados nos dois feno´menos referi-
dos anteriormente. Para a presente dissertac¸a˜o aborda-se detalhadamente o calenda´rio
grego e o calenda´rio hebreu.
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4.1 Conceitos Fundamentais
Considera-se que a eleic¸a˜o do tipo de calenda´rio e´ influenciada pelo clima e pelo modo
de vida das diferentes sociedades. Repare-se que o calenda´rio solar foi adotado pelo
povo eg´ıpcio, desde 4235 a.C., visto que, no Egito, a agricultura tinha uma grande
influeˆncia no modo de vida da populac¸a˜o. Adicionando a este motivo as repetidas tem-
pestades do Nilo, que afetavam na˜o so´ essa mesma agricultura como o comportamento
do povo eg´ıpcio, pode entender-se o porqueˆ da adoc¸a˜o deste tipo de calenda´rios.
Na˜o obstante, no se´culo VII, na Ara´bia, a auseˆncia de estac¸o˜es do ano bem definidas e
o estilo de vida no´mada dos a´rabes contribu´ıram para a preservac¸a˜o do calenda´rio lunar.
A junc¸a˜o destes dois mundos, ou seja, o nomadismo de algumas sociedades e o desen-
volvimento da agricultura como forma de vida de outras, proporcionou o surgimento do
sistema de calenda´rios lunissolares. Este tenta combinar dois elementos importantes,
a lua e as estac¸o˜es do ano. Assim sendo, pode afirmar-se que no mesmo calenda´rio e´
poss´ıvel ver as fases da lua associadas a`s diferentes estac¸o˜es do ano.
Inicialmente, a transic¸a˜o do calenda´rio lunar para o calenda´rio lunissolar realizou-se
via observac¸a˜o, ou seja, considerou-se um ano, z, escolheu-se um meˆs, y, numa estac¸a˜o
do ano, w. Note-se que, no ano seguinte z + 1, o mesmo meˆs y tem que coincidir
com a mesma estac¸a˜o do ano w. Se tal na˜o acontecer e se a estac¸a˜o do ano w for
observada com um atraso significativo que na˜o possa ser ignorado relativamente a este
meˆs y, deve acrescentar-se mais um meˆs a esse ano. Esta mesma observac¸a˜o foi feita
durante va´rios anos, permitindo assim a construc¸a˜o e aceitac¸a˜o do calenda´rio lunissolar.
Pore´m, aquando do desenvolvimento do presente calenda´rio surgiu um conjunto de di-
ficuldades, dado que foi preciso intercalar meses inteiros. Talvez seja por isso que existe
uma grande diversidade de calenda´rios lunissolar. Para compreender a elaborac¸a˜o do
presente calenda´rio e´ preciso conhecer a relac¸a˜o do meˆs lunar com o ano tro´pico.
De acordo com o sistema de calenda´rios lunar, o per´ıodo decorrido entre duas luas
novas sucessivas, meˆs lunar, e´ de 29,530589 dias. Sabe-se que um ano lunar tem 12
meses lunares, portanto 354,367068 dias, como ja´ mencionado no cap´ıtulo 2. O ano
solar corresponde ao tempo decorrido entre duas passagens aparentes consecutivas do
Sol pelo ponto equinocial de marc¸o. A durac¸a˜o do ano solar e´ de 365,24219878 dias,
referido no cap´ıtulo 3. Observa-se que o ano tro´pico e´ mais longo que o ano lunar
(isto e´ 12 meses lunares), sendo esta durac¸a˜o de quase 11 dias a mais (365,242199 =
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12 × 29,530589 + 10,875131). O meˆs a adicionar tem 30 dias, como faltam 11 dias ao
ano lunar para estar de acordo com o ano solar, em 3 anos existe um adiantamento de
um meˆs e uns dias, (10,875131 × 3 = 32,6225393). Posto isto, a inserc¸a˜o de um meˆs
e´ recomendada. No entanto, a inserc¸a˜o de um meˆs a cada 3 anos, pode representar
um erro. Por conseguinte, neste cap´ıtulo, pretende estudar-se na˜o so´ quando se deve
inserir esse meˆs, mas tambe´m entender como o meˆs lunar e o ano solar sera˜o afetados.
Para entender o primeiro aspeto – saber quando inserir o meˆs ou os meses – deve
dividir-se o ano solar pelo meˆs lunar. Atrave´s desta divisa˜o encontra-se o nu´mero
de meses que o ano lunissolar deve ter. Contudo, pode constatar-se que o resultado





A parte decimal corresponde a quase 11 dias, como visto anteriormente. Como exposto
no cap´ıtulo 2, o calenda´rio lunar tem 12 meses. Sabendo que faltam 11 dias para que
o ano lunar se aproxime do ano solar, em 3 anos tem-se mais de 30 dias. Isto e´, em
3 anos o calenda´rio lunar tem um meˆs a menos que o calenda´rio solar. Posto isto, a
questa˜o pertinente e´ saber quando e onde introduzir este meˆs. Esta ana´lise pode ser
compreendida atrave´s da aplicac¸a˜o das frac¸o˜es continuadas. Considera-se fulcral expor
a representac¸a˜o da frac¸a˜o continuada da divisa˜o anteriormente citada, assim, a frac¸a˜o
continuada e´:














Para perceber como e´ que os meses sa˜o introduzidos num determinado ciclo, simplificou-
-se va´rias vezes a frac¸a˜o continuada pelos primeiros termos, e obteve-se os seguintes
convergentes:




















CAPI´TULO 4. CALENDA´RIOS LUNISSOLARES
Cada aproximac¸a˜o encontrada anteriormente permite a construc¸a˜o do chamado ciclo.
Tem-se a estrutura 12 + y
z
, onde y representa os meses a inserir num ciclo de z anos.
Assim, no calenda´rio lunissolar encontram-se dois tipos de anos, os anos normais com
12 meses e os anos embolismais com 13 meses. O termo embolismal designa o meˆs que
os Atenienses intercalavam no ano para ajustar o ano lunar ao ano solar, este termo e´
tambe´m utilizado num ano que tem 13 lunac¸o˜es. Os meses teˆm o mesmo nu´mero de dias
que no calenda´rio lunar, ou seja, os meses ı´mpares teˆm 30 dias e os meses pares 29 dias.
O presente cap´ıtulo esta´ dividido em duas secc¸o˜es, a primeira e´ dedicado a` ana´lise dos
ciclos, onde se pretende explicar como e´ poss´ıvel resolver o problema da auseˆncia de
dias, e para tal analisam-se os convergentes da divisa˜o do ano solar pelo meˆs lunar. A
segunda secc¸a˜o esta´ intimamente relacionada com o estudo dos diferentes ciclos, aqui
pretende-se enquadrar os calenda´rios lunissolares que existiram e/ou que ainda existem.
Para facilitar a compreensa˜o dos ciclos lunissolares, pouca ou nenhuma refereˆncia dos
calenda´rios lunissolares e´ feita na ana´lise do ciclo.
4.2 Os diferentes tipos de ciclo
Os ciclos sa˜o constru´ıdos com base nos convergentes encontrados anteriormente, e que
sa˜o, novamente, apresentados abaixo.



















Como referido anteriormente, em todos os convergentes encontradas existem sempre 12
meses mais uma frac¸a˜o. Esta frac¸a˜o permite analisar a relac¸a˜o entre o(s) meˆs(es), x,
a inserir em cada ciclo de y anos, o(s) meˆs(es) e´(sa˜o) dado(s) pelo numerador e o ciclo
de anos e´ dado pelo denominador. Assim, o primeiro convergente na˜o sera´ analisado,
dado que o mesmo tem 12 meses e como tal representa exatamente o ano lunar.
Diferentes sa´bios, matema´ticos e astro´nomos basearam o sistema de calenda´rios lunis-
solar no meˆs lunar. Contudo perante o ciclo do sol, viram-se obrigados a encontrar
uma forma de introduzir os meses de modo a aproximarem-se do ano solar. Esta secc¸a˜o
esta´ dividida em va´rias subsecc¸o˜es, correspondendo cada um a um convergente. Con-
sidera-se relevante iniciar a ana´lise do ciclo mais curto, de 2 anos, para o ciclo mais
longo, de 189 anos.
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4.2.1 O ciclo de 2 anos
O convergente 12 + 1
2
e´ o mais simples, este consiste na inserc¸a˜o de um meˆs, num ciclo
de dois anos. Desta forma, teˆm-se um ano normal de 12 meses e um ano embolismal
de 13 meses (ver [19]).
Este ciclo de dois anos tem 25 meses, com base no meˆs lunar tem-se 738 dias e com base
no ano solar 730 dias. Estes dois valores esta˜o muito pro´ximos dos valores encontrados
usando as constantes astrono´micas do meˆs lunar e ano solar. Os 25 meses lunares cor-
respondem a um total de 738,264725 dias. No sistema de calenda´rios solares dois anos
equivalem a 730,4844 dias. Verifica-se que esta estrutura permite que o ajustamento
do calenda´rio lunar ao calenda´rio solar seja realizado de forma muito simples, todavia
em apenas 2 anos obteˆm-se 8 dias a mais. Neste ciclo existem 4 dias a mais por ano,
dado que o ano solar tem 369 dias, (738 : 2), no entanto o ano solar tem 365 dias.
Este me´todo traz se´rias consequeˆncias, isto e´, em 24 anos estar-se-ia na estac¸a˜o do ano
seguinte, ja´ que existiriam 93 dias a mais. De relembrar que uma estac¸a˜o do ano no
hemisfe´rio norte varia entre 90 e 92 dias.
4.2.2 O ciclo de 3 anos
Quando se analisa o convergente 12 + 1
3
, sabe-se que num ciclo de 3 anos e´ inserido
um meˆs. Os treˆs anos sa˜o compostos de dois anos normais de 12 meses e um ano
embolismal de 13 meses.
Este ciclo tem portanto 37 meses, com um total de 1092,6318 dias. Sabe-se que treˆs
anos solares sa˜o 1095,7265 dias. Inserindo um meˆs em cada 3 anos verifica-se que existe
uma auseˆncia de aproximadamente treˆs dias. Neste ciclo existem um dia a menos por
ano, dado que o ano aqui tem 364 dias, no entanto o ano solar tem 365 dias.
Repare-se que no decorrer dos anos, esta auseˆncia de dias torna-se bastante significa-
tiva, ja´ que num per´ıodo de 90 anos obteˆm-se 93 dias a menos, o que corresponde ao
deslocamento da estac¸a˜o do ano atual a` anterior.
4.2.3 O ciclo octaeteris
O ciclo octaeteris foi adotado pelos gregos em 450 a.C., esta invenc¸a˜o foi atribu´ıda a
Cleo´strato, um astro´nomo da Gre´cia Antiga, mas esta´ popularmente ligada a Eudo´xio.
Este ciclo e´ baseado no convergente 12 + 3
8
. Este convergente mostra que num ciclo
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de 8 anos sa˜o inseridos 3 meses. Desta forma o ano lunar aproxima-se do ano tro´pico.
O presente ciclo e´ composto por 5 anos normais de 12 meses e 3 anos embolismais
de 13 meses. A determinac¸a˜o dos anos embolismais e´ explicada na subsecc¸a˜o 4.3.1 –
calenda´rio grego.
Este ciclo e´ composto por 99 meses lunares (12 × 8 + 3), sendo baseado no ano lunar
e no ano solar, e tem ciclo tem 2922 dias. O meˆs lunar tem 29,515151 dias, o que
corresponde a um adiantamento de 22 minutos e 11,8 segundos relativamente ao meˆs
lunar me´dio. No que diz respeito ao ano solar tem-se 365,25 dias, este tem um atraso
de 11 minutos e 14 segundos relativamente ao ano solar.
Usando a constante astrono´mica do meˆs lunar obte´m-se 2923,52841 dias. Sabe-se que 8
anos solares sa˜o compostos por 2921,93725 dias. Desta forma verifica-se que a relac¸a˜o
entre o tempo lunar e o tempo solar e´ pro´xima, apresentando, apenas mais um dia e
meio em cada 8 anos.
4.2.4 O ciclo de 11 anos
Na˜o se encontraram evideˆncias da utilizac¸a˜o do convergente 12 + 4
11
, relativamente ao
calenda´rio lunissolar, nos documentos consultados para a presente dissertac¸a˜o.
Pore´m tem-se um ano com 12 meses e sa˜o adicionados 4 meses num ciclo de 11 anos.
Existem 136 meses lunares, ou seja, 4016,1601 dias. Os 11 anos solares correspondem
a 4017,6641 dias. Neste sentido existe um adiantamento de um dia e meio.
4.2.5 O ciclo meto´nico
O ciclo meto´nico foi descoberto por Meton um astro´nomo e matema´tico de Atenas do
se´culo V a.C., comec¸ou no solst´ıcio de vera˜o do hemisfe´rio norte no dia 27 de junho de
432 a.C.. Este ciclo e´ muito famoso porque a sua descoberta foi anunciada no per´ıodo
dos Jogos Ol´ımpicos, e foi gravada em letras de ouro nas colunas do templo de Minerva.
O presente ciclo foi utilizado por va´rios povos, entre os quais, os chineses no calenda´rio
chineˆs, os mesopotaˆnicos no calenda´rio da mesopotaˆnia, e os hebreus no calenda´rio
hebreu.
O ciclo meto´nico baseia-se no convergente 12 + 7
19
, com base no ano lunar. Meton des-
cobriu que se inserisse 7 meses de 30 dias em 19 anos obtia aproximadamente o nu´mero
de dias do calenda´rio solar. Um ciclo de 19 anos e´ composto por 12 anos normais de
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12 meses e de 7 anos embolismais de 13 meses.
O ciclo de 19 anos tem um total de 235 meses lunares, (12× 19 + 7). O meˆs lunar tem
29,530589 dias, os 235 meses lunares teˆm 6939,688415 dias. O ano solar tem 365,242199
dias, os 19 anos solares teˆm 6939,601781 dias. Sublinha-se que um ano tem um nu´mero
inteiro de dias, logo um ciclo de 19 anos corresponde a 6940 dias, de acordo com as
refereˆncias bibliogra´ficas consultadas (ver [7]).
Ao calcular o nu´mero de dias do meˆs lunar e do ano solar no ciclo de Meton o erro e´
na ordem de 1
3
de dias num ciclo de 19 anos. Para a verificac¸a˜o deste erro e´ necessa´rio
calcular a aproximac¸a˜o do meˆs lunar e do ano solar. Assim teˆm-se duas situac¸o˜es dis-
tintas, primeiramente deve saber-se qual o nu´mero de dias do meˆs lunar no ciclo de
Meton, e como tal divide-se os dias pelos meses lunares do mesmo ciclo. De seguida,
deve entender-se qual o nu´mero de dias do ano solar no ciclo de Meton, assim divide-se
os dias pelos anos solares deste ciclo.






o meˆs lunar no ciclo de Meton tem 29,531915 dias, e como o meˆs lunar tem 29,530589
dias, em 235 meses lunares obte´m-se uma diferenc¸a positiva de 0,31161 dias relativa-
mente ao meˆs lunar me´dio, como mostra o seguinte ca´lculo,
(29,531915− 29,530589)× 235 = 0,001326× 235
= 0,31161 dias.
Seguidamente, o ano solar do ciclo de Meton corresponde a` divisa˜o de 6940 dias por







Repare-se que o ano solar no ciclo de Meton tem 365,263158 dias, ja´ o ano tro´pico e´
representado por 365,242199 dias, logo obteˆm-se mais 0,398221 dias quando comparado
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com o ano solar,
(365,263158− 365,242199)× 19 = 0,020959× 19
= 0,398221 dias.
Diversos foram os astro´nomos que tentaram compreender e reduzir o presente erro
sendo de destacar Ca´lipo. Ca´lipo, astro´nomo grego, em 330 a.C., desenvolveu o ciclo
de Ca´lipo, este ciclo e´ composto por 4 ciclos meto´nicos que correspondem a 940 meses
lunares, que representam 76 anos solares. Na sua teoria, Ca´lipo propo˜e enta˜o suprimir
um dia em cada 4 ciclos meto´nicos, tem-se portanto 27759 dias, (6940×4−1) (ver [21]).







O meˆs lunar no ciclo de Ca´lipo tem 29,530851 dias, isto e´, em 940 meses lunares ha´
um deslocamento de cerca de 0,25 dias,
(29,530851− 29,530589)× 940 = 0,000262× 940
= 0,24628 dias.
Salienta-se que se esta regra na˜o fosse aplicada o deslocamento seria de 1,25 dias,
(0,31161× 4 = 1,24644).







O ano solar no ciclo de Ca´lipo tem 365,25 dias, o que representa um deslocamento de
cerca de 0,6 dias, ou seja,
(365,25− 365,242199)× 76 = 0,007801× 76
= 0,592876 dias.
Se esta regra na˜o fosse aplicada o deslocamento seria de 1,6 dias (0,398221 × 4 =
1,592884).
Pode apurar-se que existe ainda a necessidade de ajustamento, e por isso, em 130 a.C,
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o astro´nomo Hiparco apercebeu-se que o ano solar era mais curto do que 365 dias e 1
4
,
resultado tirado do ciclo de Ca´lipo. Este astro´nomo propoˆs agrupar 4 ciclos de Ca´lipo
e suprimir um dia. Esta regra permite retificar o ciclo de Ca´lipo e consequentemente o
ciclo meto´nico. Assim sendo, o ciclo de Hiparco tem 3760 meses lunares, ou seja possui
304 anos solares, o que corresponde a 111035 dias (27759× 4− 1).








Este tambe´m obteve bons resultados na aproximac¸a˜o do ano solar, o ano solar tem







No entanto, de acordo com as evideˆncias cient´ıficas e referentes na literatura, esta
sugesta˜o nunca foi aplicada, o ciclo de Ca´lipo foi efetivamente o mais utilizado e aceite
pelos astro´nomos (ver [17]).
4.2.6 O ciclo de 189 anos
No resultado 12 + 67
189
a frac¸a˜o tem um denominador superior a 100, querendo isto
dizer que seria necessa´rio juntar 67 meses em 189 anos, o que se reflete em 67 meses
embolismais e 122 meses normais. Do ponto de vista matema´tico na˜o haveria nenhuma
dificuldade em aplica´-lo, no entanto seria dif´ıcil explicar a` maioria da populac¸a˜o quais
seriam os anos embolismais.
4.3 Os diferentes tipos de calenda´rio lunissolar
Ao longo da histo´ria foram surgindo diferentes tipos de calenda´rios lunissolares, sendo
de destacar o calenda´rio grego, o calenda´rio chineˆs, o calenda´rio hebreu, o calenda´rio
celta e o calenda´rio eclesia´stico (ver [19]). Estes diferentes tipos de calenda´rios foram
constru´ıdos com base nos convergentes (ciclos) analisados anteriormente. Nesta secc¸a˜o
apenas se abordam o calenda´rio grego e o calenda´rio hebreu.
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4.3.1 Calenda´rio grego
Durante muito tempo, a coexisteˆncia de um calenda´rio lunar e de um calenda´rio fun-
dado nas estac¸o˜es do ano para as festas agr´ıcolas foi utilizado pelos gregos. No decorrer
dos anos da civilizac¸a˜o grega, foram va´rios os calenda´rios utilizados pelos mesmos, ja´
que apo´s alguns anos da criac¸a˜o de um determinado calenda´rio, os mesmos verificavam
que esse mesmo calenda´rio na˜o era o mais adequado e substitu´ıam-o por outro. Sali-
enta-se que, inclusive chegou a haver mais do que um calenda´rio na mesma e´poca para
diferentes cidades.
No in´ıcio os gregos tinham um calenda´rio lunar de 12 meses com 354 dias. A evoluc¸a˜o
deste calenda´rio foi feita atrave´s da inserc¸a˜o de um meˆs de vez em quando, com o
objetivo de que o mesmo seguisse o ano solar. O ano em que se adicionava mais um
meˆs passava a chamar-se embolismal (como referido na secc¸a˜o anterior), que significa
‘juntar’ em grego. Pore´m, como e´ evidente, a dificuldade comec¸ou no momento em que
na˜o se sabia bem em que ano se adicionava o meˆs.
Em 600 a.C., o ano embolismal era adicionado todos os dois anos, pode dizer-se que os
gregos utilizavam o convergente 12 + 1
2
(subsecc¸a˜o 4.2.1), o ano tinha 369 dias. Este
ano era muito longo, portanto esta ideia foi rapidamente abandonada.
Um se´culo mais tarde, o progresso conduziu a uma melhor aproximac¸a˜o, um meˆs em
cada treˆs anos, isto e´, o convergente 12+ 1
3
(subsecc¸a˜o 4.2.2), o ano tem 364 dias, agora
um ano muito curto.
A reflexa˜o continuou e foi em 450 a.C. que os gregos aplicaram o convergente 12 + 3
8
(subsecc¸a˜o 4.2.3), conhecido como ciclo octaeteris. Este ciclo tem 5 anos normais de
12 meses e 3 anos embolismais de 13 meses. O 13° meˆs e´ inserido no final do ano, este
meˆs e´ composto por 30 dias.
Para definir os anos embolismais, pode fazer-se recurso a` astronomia analisando o des-
locamento do sol. Com base na mesma o primeiro dos treˆs meses e´ inserido antes de
existir um deslocamento superior a 15 dias relativamente ao sol. Neste sentido, con-
sultando uma quadro que mostra o afastamento do sol, no fim de cada ano, os treˆs
meses inseridos no ciclo de 8 anos sa˜o colocados no final do 2°, 5° e 7° ano. Mas os gre-
gos na˜o utilizaram esta versa˜o, optando assim por juntar o 13° no final do 3°, 5° e 8° ano.
No quadro 4.1 apresenta-se o resumo do ciclo octaeteris. Observa-se que os anos embo-
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lismais, E, nas duas verso˜es correspondem exatamente ao mesmo ciclo, mas com uma
translac¸a˜o de dois anos, onde N representa os anos normais. Na˜o foram encontradas
evideˆncias na literatura consultada do porqueˆ desta utilizac¸a˜o pelos gregos.
Quadro 4.1: O ciclo octaeteris
Versa˜o N N E N E N N E
1 1° Ano 2° Ano 3° Ano 4° Ano 5° Ano 6° Ano 7° Ano 8° Ano
2 3° Ano 4° Ano 5° Ano 6° Ano 7° Ano 8° Ano 1° Ano 2° Ano
O ciclo octaeteris tem uma boa aproximac¸a˜o ao ano solar, com 365,25 dias, mas com
tendeˆncia a afastar-se do meˆs lunar, com 29,515152 dias. Com este ciclo os gregos
aproximaram-se do ano solar mas afastaram-se do meˆs lunar.







u´ltima permitiu uma melhor aproximac¸a˜o do ano lunar ao ano solar. Sem embargo,
a evoluc¸a˜o do calenda´rio grego na˜o podia terminar com o ciclo octaeteris, pois como
se pode ver nos convergentes da frac¸a˜o continuada existe o convergente 12 + 7
19
, este
convergente permite ainda uma melhor aproximac¸a˜o do ano lunar ao ano solar.
O convergente 12 + 7
19
foi descoberto por Meton no se´culo V a.C., este convergente de-
nomina-se ciclo meto´nico em homenagem a Meton. Como ja´ explicado anteriormente,
na subsecc¸a˜o 4.2.5, este e´ ciclo com 19 anos dividido em 12 anos normais de 12 meses
e 7 anos embolismais de 13 meses.
Considerando a ana´lise do desvio da lua e do desvio do sol no final do ano, o 13° meˆs e´
adicionando quando o desvio do sol ainda e´ inferior a 14,7 dias, isto e´, meio meˆs lunar.
No calenda´rio grego, de acordo com o ciclo meto´nico, os anos embolismais sa˜o o 2°, 5°,
7°, 10°, 13°, 15°e 18°.
Em 46 a.C., o calenda´rio juliano (cap´ıtulo 3.2) foi introduzido, sendo usado ate´ ao
in´ıcio do se´culo XX. Atualmente, e desde 1923, os gregos usam o calenda´rio gregoriano
(cap´ıtulo 3.3).
4.3.2 Calenda´rio hebreu
O calenda´rio hebreu pretende harmonizar simultaneamente o ciclo lunar e o ciclo so-
lar, como fazem todos os calenda´rios do sistema de calenda´rios lunissolares. Como
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no calenda´rio islaˆmico, secc¸a˜o 2.2, os dias comec¸am com o poˆr do sol e a semana, no
calenda´rio hebreu, comec¸a no domingo. Este calenda´rio teve in´ıcio no dia 7 de outubro
de 3761 a.C. (calenda´rio juliano, secc¸a˜o 3.2), considerado o ano da criac¸a˜o do mundo
pelo povo hebreu. O mesmo passou por diferente etapas. Aborda-se nesta subsecc¸a˜o
a unificac¸a˜o, em 359 a.C., o patriarca Hillel II instaurou um calenda´rio lunissolar, que
ainda e´ utilizado hoje em dia (ver [9]).
O calenda´rio hebreu e´ baseado no ciclo meto´nico, explicado na subsecc¸a˜o 4.2.5. O ciclo
meto´nico e´ um ciclo de 19 anos, com 12 anos normais de 12 meses e 7 anos embo-
lismais de 13 meses. Os meses teˆm alternadamente 30 e 29 dias, mas no calenda´rio
hebreu existe uma particularidade, o oitavo meˆs e nono meˆs de acordo com alguns
crite´rios na˜o abordados nesta dissertac¸a˜o podem alternar entre 29 e 30 dias. Adicio-
nam-se todos os dias de cada meˆs e obte´m-se para o ano normal uma durac¸a˜o entre
353 e 355 dias e para o ano embolismal entre 383 e 385 dias. No quadro 4.2, pode vi-
sualizar-se o nu´mero de dias no ano normal e no ano embolismal segundo o tipo de ano.
Quadro 4.2: Durac¸a˜o do ano em dias no calenda´rio hebreu
Tipo de ano Ano incompleto Ano regular Ano completo
Ano normal 353 354 355
Ano embolismal 383 384 385
No calenda´rio hebreu os anos embolismais ocorrem no 3°, 6°, 8°, 11°, 14°, 17°, 19° ano
tendo em conta um ciclo de 19 anos, ciclo meto´nico. Para calcular os anos embolismais
utiliza-se a fo´rmula onde hano e´ um ano embolismal no calenda´rio hebreu
hano = ((7× hano + 1) mod 19) < 7 .
Com base na astrologia, o meˆs e´ inserido quando o deslocamento do ano lunar e´ supe-
rior a um meˆs. Comparando os anos embolismais no calenda´rio grego com o calenda´rio
hebreu verifica-se que existe uma translac¸a˜o de 9 anos.
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Conclusa˜o
As frac¸o˜es continuadas sa˜o importantes para a construc¸a˜o dos calenda´rios independen-
temente do tipo de ciclo que se escolha. Estas permitem determinar aproximac¸o˜es ta˜o
pro´ximas quanto desejado das constantes astrono´micas. Repare-se que estas constantes
sa˜o nu´meros irracionais, sendo que atrave´s das frac¸o˜es continuadas obte´m-se nu´meros
racionais.
Com base na revisa˜o da literatura efetuada no cap´ıtulo 2, pode conclui-se que o ca-
lenda´rio islaˆmico esta´ intrinsecamente ligado a` religia˜o, visto que se encontra relatado
que num dado momento da histo´ria se pretendeu optar pelo calenda´rio lunissolar, con-
tudo devido a` forte ligac¸a˜o do calenda´rio islaˆmico a` religia˜o esta proposta foi rejeitada.
A revisa˜o da literatura efetuada no cap´ıtulo 3 possibilitou, ainda, concluir que o ca-
lenda´rio gregoriano adve´m do calenda´rio juliano. Isto porque o calenda´rio juliano
comec¸ou a ser utilizado no ano 45 a.C. e o calenda´rio gregoriano em 1582. Repare-se
que o u´ltimo calenda´rio mencionado surgiu devido a` ma´ estimativa feita pelo astro´nomo
Sos´ıgenes sob ordem de Ju´lio Ce´sar. Esta estimativa levou a` auseˆncia de 10 dias para
um per´ıodo de 1600 anos. Para compensar esta auseˆncia foi instaurado o calenda´rio
gregoriano. Contudo, deve realc¸ar-se que a` semelhanc¸a do calenda´rio juliano tambe´m
o calenda´rio gregoriano apresenta limitac¸o˜es, visto que, existe uma diferenc¸a de um dia
relativamente ao calenda´rio solar astrono´mico a cada 3300 anos.
Ainda referente as concluso˜es do cap´ıtulo 3 pode evidenciar-se que foram criados outros
calenda´rio para ale´m do calenda´rio juliano e gregoriano, nomeadamente os calenda´rios
solar Persa, Van Ma¨dler e republicano. No entanto, devido a` dificuldade em adaptar-los
a` realidade (calenda´rio Van Ma¨dler) ou a`s suas demasiadas especifidades (calenda´rio
republicano) este na˜o foram utilizados e/ou foram utilizados por um per´ıodo de tempo
reduzido.
Concluiu-se, no decorrer da revisa˜o realizada no cap´ıtulo 4, que o calenda´rio grego
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utilizou diferentes convergentes ao longo dos se´culos. Pore´m, apesar de todo o esforc¸o
realizado pelos cient´ıficos para reduzir o erro associado ao ciclo, em 1923 os mesmos
adotaram o calenda´rio gregoriano. Salienta-se que este esforc¸o na˜o foi em va˜o, ja´ que
um dos convergentes (denominado o ciclo meto´nico) e´ utilizado no calenda´rio hebreu.
Na imagem 4.1, apresenta-se o resumo da cronologia dos diferentes calenda´rios, estu-
dos nesta dissertac¸a˜o. Como se pode constatar o calenda´rio hebreu foi o u´nico que se
baseou na criac¸a˜o do mundo. Mais se acrescenta que os diferentes tipos de calenda´rios
reportam-se ao calenda´rio juliano ate´ ao dia 5 de outubro de 1582. Apo´s esta data, no
dia 15 de outubro de 1582, comec¸ou-se a utilizar o calenda´rio gregoriano.




























Figura 4.1: Cronologia dos diferentes tipos de calenda´rio
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Na figura 4.2, pode observar-se o resumo dos calenda´rios e os respetivos convergentes.
Como se pode ver o dia 22 de dezembro de 2016 no calenda´rio gregoriano corresponde a
diferentes datas associadas aos restantes calenda´rios. Isto segue a mesma linha de pen-
samento que o cronograma apresentado na figura 4.1, onde e´ poss´ıvel obter diferentes

















































Figura 4.2: Diferentes tipos de calenda´rio e convergente(s) associado(s)
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Sentiu-se dificuldades em encontrar refereˆncias bibliogra´ficas com qualidade cient´ıfica,
ja´ que existe bastante informac¸a˜o em suporte eletro´nico. No entanto, a maioria da
mesma esta´ associada a blogs, Wikipe´dia e apresentac¸o˜es na˜o cientificas, na˜o sendo
constitu´ıda portanto como fidedigna. Acredita-se que a justificac¸a˜o para a presente
situac¸a˜o se encontra relacionada com o facto de o tema ser bastante popular, uma vez
que existem muitas pessoas (no geral) que gostam de falar sobre o referido assunto.
Como se pode perceber, ainda existem lacunas no estudo dos calenda´rios, que carecem
de maior investigac¸a˜o e esclarecimento. Sugere-se que sejam realizados outros estudos,
que possam contribuir para um aumento do conhecimento dos calenda´rios associados
na˜o apenas aos treˆs feno´menos apresentados, mas tambe´m ao per´ıodo sideral. Este
e´ o per´ıodo que decorre entre duas posic¸o˜es ideˆnticas sucessivas de um corpo celeste,
relativamente a`s estrelas fixas. O ano sideral representa o tempo que a Terra necessita
para completar a sua o´rbita el´ıptica ao Sol.
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